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INTRODUCCION

El aprendizaje del Calculo Integral es importante debido a que propicia
el pensamiento ldgico-analitico y se utiliza como herramienta para
resolver problemas reales y concretos de diversas dareas del
conocimiento, no s6lo en Matematicas y Fisica, sino en disciplinas tales

como la Ingenieria, Economia, entre otras.

La aplicacion de los teoremas esenciales propicia en las personas que
estudian o practican los métodos del calculo integral una evolucion en
sus capacidades de abstraccién y razonamiento que conlleva a una
madurez matematica, necesarios para operar y aplicar funciones
matematicas con variable real en el planteamiento y solucion de
situaciones practicas que llegan a presentarse en su ejercicio profesional.
La integracion se considera un eje fundamental para el planteamiento y
desarrollo de conceptos que permiten entender y asimilar

conocimientos.

Figura 1. Sir George Gabriel Stokes

Nota: George Stokes 1819-1903. Sir George Gabriel Stokes, basado en foto de
Fradelle y Young
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George Stokes fue el hijo menor del Reverendo Gabriel Stokes, rector
de Skreen, en el condado de Sligo. Alli nacio6 y crecio George, en el seno
de una familia protestante evangélica. George se matricul6 en 1837 en
Pembroke College, en la Universidad de Cambridge, donde cuatro afios
mas tarde, tras graduarse con los mas altos honores, fue elegido para
ocupar una plaza de profesor. George Stokes ocupo esta plaza hasta
1857. El Teorema de Stokes: Supongamos que S es una superficie lisa,
orientada y a trozos con un borde que es una curva simple cerrada C con
orientacion positiva. SiFes un campo vectorial con funciones
componentes que tienen derivadas parciales continuas en una region

abierta que contiene a S, entonces:

JF.dr = ffrizoF.dr
c s

Los integrales son muy utiles en diversos calculos o aplicaciones, entre

los que podemos nombrar se encuentran:

Obtener el area de regiones planas.

. Calcular el volumen de un sélido de revolucion.

. Calcular el volumen de s6lidos con secciones conocidas.
. Determinar la longitud de una curva.

. Conocer el valor promedio de una funcion.

o Calcular el centro de masas de regiones planas.

. Calcular el momento de inercia.
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CAPITULO I
1  APLICACIONES DE LAS INTEGRALES

Las integrales constituyen una herramienta fundamental del célculo en
la ingenieria y en otros campos de las ciencias. Entre estas aplicaciones

podemos mencionar:
1.1. Aplicaciones de las integrales en Fisica

En fisica se utilizan para calcular la variacion del desplazamiento con
respecto al tiempo, la aceleracion y el trabajo aplicado por una fuerza

variable. Los siguientes son algunos ejemplos de estas aplicaciones:

Las integrales se utilizan en la ciencia, la tecnologia y la ingenieria
para calcular una variedad de cantidades, como el area, el volumen y
la masa. Los siguientes son algunos ejemplos de aplicaciones de

integrales en estas areas:
. Calculo de areas y volimenes

Las integrales pueden utilizarse para calcular el area de una superficie
o el volumen de un sélido generado por una region girada en torno a

un eje, como un cilindro o una esfera.
o Calculo de masas

La masa de un objeto con densidad variable puede ser encontrada
usando el calculo integral. Para esto, tomamos la integral de la
densidad con respecto al volumen. Este método se conoce como

integral de masa.



1.2. Aplicaciones de las derivadas en la vida cotidiana

Las aplicaciones de las integrales quiza no sean tan visibles en nuestra
vida cotidiana, pero todas las aplicaciones mencionadas anteriormente
influyen en el disefio y produccién todos los productos y comodidades

de las que nos beneficiamos diariamente.

Ademas, los siguientes son ejemplos adicionales de aplicaciones

practicas de las integrales:

El céalculo integral es usado en finanzas y economia para calcular
diversas cantidades, como el coste total y los ingresos de una empresa,
el valor presente y futuro de una inversion y el valor razonable de un

instrumento financiero.



CAPITULO I

2 ANTIDERIVADA

£ ;
/

Figura 2. Grdfica de antiderivada.

Nota. Dada una funcion, la antiderivada no es unica, puesto que existe una infinidad
de antiderivadas conocidas como familia de antiderivadas, es decir, si es una

antiderivada de entonces F (x) + C.

2.1. Definicion de antiderivada

Se llama antiderivada a una funcion f(x), en un intervalo I, si F'(x) =

f(x),V valor de x en el intervalo I.

. Ejemplos

a. F(x)=4x34+x?+5>f"(x) = 12x% + 2x , esto implica que
F(x) es la antiderivada de f(x)

b. G(x)=4x3+x?>—-8 =g'(x) = 12x? + 2x , esto implica que
F(x) es la antiderivada de f(x)

10



c. Ax)=4x3+x?+C>h'(x) =12x%+ 2x , esto implica que
F(x) es la antiderivada de f(x)

. Teorema: Si F y G son dos funciones tales que f'(x) =
g'(x)Vxel entonces, ACtalque F(x)=G(x)+C, Vx €
I

2.2. Definicion de antidiferenciacion

La antidiferenciacion es el procedimiento por medio del cual se
determinan todas las antiderivadas de una funcion dada. El simbolo [

denota la operacion de antidiferenciacion y se escribe:

[ F(x)dx = F(x) + C , donde dx indica la variable a integrar y c es

la constante de integracion.
. Ejemplos

Observemos con detenimiento los siguientes ejemplos ilustrativos para

el valor de c:

a) F(x)=x%> f(x) =2x, lo que indica que F(x) = x%es la
antiderivada de f(x) = 2x

b) F(x) =x?+4> f(x) = 2x, lo que indica que F(x) = x2 + 4esla
antiderivada de f(x) = 2x

C) F(x) 2 2 . f(x) _2x lo que indica que F(x) e

€8 la antiderivada de () _ 2x
x’/ =

Podemos observar claramente que en el ejemplo a la constante ¢ vale 0

(cero), pero en el ejemplo b vale cuatro (4) y en el ejemplo c tiene un

11



valor de menos dos (-2). Esto nos da una idea de que la antiderivada no

es Unica, sino que existe lo que denominaremos una familia de

antiderivadas que se diferencian por la constante de integracion c.

Graficamente podemos visualizar el comportamiento de la funcion y la

constante de integracion:

2.3.

\ » F(x)=x"+4
» F(x)=x?
» F(x)=x*-2

Figura 3. Comportamiento de una funcion y su constante de integracion.

Teorema: Si F y G son dos funciones tales que f'(x) =

g'(x)VxelentoncesICtqF(x)=G(x)+CVx €1
Reglas de la integracion

Si la integral la constituye una variable con un exponente n, se le
suma 1 al exponente de la variable y se lo divide para el nimero
de la exponente més 1 y de esta forma se obtiene la antiderivada.

xn+1
fx”dx = +C
n+1

Si hay una constante multiplica la variable, esta se debe sacar antes
del simbolo de la integral con la misma operacion y luego se aplica

la regla nimero 1.

12



ka"dx=kfx"+C

n+1
=k +C
n+1
C. Si se tiene dos o mas términos sumando o restando, se debe

colocar a cada una con su respectiva integral y el diferencial de

variable separadas por su signo.
[1Fe) £ 6N
= [ F(x)dx + [ G(x)dx
2.4. Tabla de integrales

Tabla 1. Tabla de integrales.

1.f udv = uv — f vdu ; Integraciéon por partes 2. f sec?(u) du = tan(u) + C

3.Jdu=u+c 4.fcscz(u)du: —cot(u)+C

5-f kdu = ku + C Donde k es una constante 6. [ sec(w) tan(w)dx = sec(u) + €

7. f utdu = umtt +Ciparan# —1 8. [ csc(u) cot(w)du = —csc(w) + €
n+1
du_ du _ 2o s ez s a2
9-fu Lnfu| + C 10.fu2_a2—2aLn|u+a|+C,(u > a?)
11. [etdu =e* +C L  (a? 2
J 12.f =2 = L[5 4 ¢ (a® > w?)

13



at

13. [ a¥%du =

Ln|a|

4+ C;dondea>0ya+#1

du
W =

= arcsen (g) + C; dondea >0

15. [ sen(u) du = —cos(w) + C

du

16.f e

= larcsec (E) + C; dondea >0
a a.

17. f cos(u) du =sen(u) + C

a?+u?

18.fd—u = i arctan (g) +C

19. [ tan(u) du = Ln|sec(u)| + C

zo.fJ:Z—LW:Ln|u+,/uZia2|+C

2.5. Tabla de derivadas

Tabla 2. Tabla de derivadas.

1.Dy(u™) = nu™'D,u 2.D,(senu) = cosuD,u 3. D, (arcsen ) = \/%
4.Dy(u+v) = Dyu+ D,v 5.D,(cosu) = —senu D,u 6. D, (arccosu) = \/;li%
7.Dy(uv) = uD,v + vDu 8.D,(tanu) = sec’> u D,u 9.D, (arctanw) = Dyu
1+u?
10.D, (E) = vauv—zquv 11Dy (cotu) = —csc®u Dyu 12.D, (arccotu) = ;f’;uz

14




13.D,(e*) = e*D,u

14.D,(cscw)

= —cscucotuD,u

15. D, (arcsecu)
D,u

B lulvuz — 1

16.D,(a*) = a*Ln(a)D,u

17.D,(secu)

= secutanuD,u

18.D, (arccscu)
-D,u

B lulvuz — 1

U

D
19.D,Ln(u) =
u

2.6. Tabla de identidades trigonométricas

Tabla 3. Tabla de identidades trigonomeétricas.

1.cos?(x) +sen?(x) = 1 2. cos(2x)
= cos?(x)
—sen?(x)
3.sec?(x) = 1 + tan?(x) 4.sen(—x) = —sin(x)  cos(—x) = —cos(x)

5.csc?(x) =1 + cot?(x)

6.tan(—x) = —tan(x)

cot(—x) = — cot(x)

7.sen(x) csc(x) = 1

8.sec(—x) = —sec(x)

csc(—x) = —csc(x)

9.cos(x)sec(x) =1

11.tan(x) cot(x) =1

15




sen(x)

10.sin(9) = Ch—"

13.t =
an(x) cos(x) n n o
(@) = e .
ca
h = Hipotenusa
12.cos(8) = co = Cateto Opuesto
ca h ca = Cateto Adyacente
- sec(0) = —
h ca
14.tan(0) = = cot(g) ==
ca co
cos(x) =1 - —
15. cot(x) = Senix) 16.sen(mx) sen(nx) 2 [cos(m —n) x — cos(m + n) x]

17.sen?(x) = % [1 = cos(2x)]

18. cos(mx) cos(nx) = é [cos(m +n) x + cos(m — n) x]

19.cos?(x) = % [1+ cos(2x)]

20.sen(mx) cos(nx) = é [sen(m + n) x + sen(m — n) x]

21.sen(2x) = 2 sen(x) cos(x)

22.cos(mx) sin(nx) = %[sen(m +n)x + sen(m —n) x]

16




CAPITULO 111

3 INTEGRALES INMEDIATAS

I fermat (14% | I

Figura 4. Pierre de Fermat.

o Aportaciones al calculo y geometria analitica:

Junto con René Descartes, Fermat fue uno de los pioneros de la
geometria analitica, que combina la geometria con el algebra. Su trabajo
en esta area sentd las bases para el desarrollo del calculo diferencial e

integral.
o Meétodo de Maximos y Minimos:

Fermat desarroll6 un método para encontrar los méximos y minimos de

una curva, que puede considerarse un precursor del célculo

17



diferencial. Este método se basa en encontrar los puntos donde la

tangente a la curva es horizontal.
o Célculo de tangentes:

Su método para calcular tangentes a diversas curvas, como elipses,
cicloides y otras, demostro su habilidad para trabajar con la geometria y

la dinamica de las curvas.
3.1. Definicion de integral inmediata

Una integral inmediata es aquella que se puede obtener mediante la
aplicacion de las reglas de las integrales o haciendo uso de las tablas de

las integrales.

Dada una funcién f(x) , decimos que la funcion F(x) es una primitiva
de f(x) si se cumple:F'(x) = f(x) . Se representa por: [ f(x) +
dx=F(x)+c

3.2. Reglas
. Primera regla
Tabla 4. Primera regla.
Derivada Antiderivada
y =x" [x"dx =x"1 + ¢
% =nx"1

18



o Segunda Regla

Tabla 5. Segunda regla.

Derivada Antiderivada

y==x ka”dxzkfx dx
dy d
—=n—-—(x") n
dx dx ka"dx:kx—ﬂ+c
d n+1
& -t
dx

. Tercera Regla

Tabla 6. Tercera regla.

Derivadas Antiderivadas

y=fx)+gkx)

2= L@ £ lg0)] Jrexgwn= [ reas
+ f g(x) dx
3.3. Ejercicios ilustrativos
a.  Ejemplo ilustrativo 1
Calcular la integral [ 3x*dx , aplicando las reglas
Solucion:
[3x*dx = 3 [ x*dx Aplicamos la regla n°2 para sacar el factor 3

19



x4—+1

4+1

=3- + ¢ Luego aplicamos la regla n°1

3
= §x5+C

b.  Ejemplo ilustrativo 2
Calcular la integral [ 22x 3+vx5 dx, aplicando las reglas

Soluciodn:

[22x3Vx5 = 22[x3 - x°/2 dx Aplicamos la regla n°2 para

sacar el factor 22 y redefinimos cada factor

= 22 [x " adx

11 Y W = 27\ ="
_ 2t a apn =
AT tC /: . \;‘ A i 37
14 \’.I
22-x /3 ; - (
= T +C ﬂ
=% x4 c
14
e ﬁ . x14/3 + C
7
c.  Ejemplo ilustrativo 3

Calcular [ 2x%(2 + 3x2 — 8x3) dx

[2x2(2+3x?—-8x%)dx = [(4x?+ 6x*—16x5)dx Para

poder aplicar las reglas inicialmente se resuelve la multiplicacion
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[(4x? + 6x* — 16x°) dx = 4 [ x%dx + 6 [ x*dx — 16 [ x5dx
Luego se aplica la regla 2 y3
4.2%1 6 x4+l 16-x5+1

= + + C y finalmente la regla n°1
2+1 4+1 5+1

4 6 16
= x34+--x°—=-x%4+C
3 5 6

4 6 8
= §'X3+§'X5—§X6+C

d.  Ejercicio ilustrativo 4
[3x%dx =3 [ x2dx

x2+1

2+1

=3

+c

3
=3*x?+c

=x3+c
. Se aplica la regla #2
. Se integra normalmente con la regla #1
e. Ejercicio ilustrativo 5

Nota: Tiene una similitud con el anterior ejercicio por usar la regla #2,

y #1
3
f<x5+ 5vx — 3)dx=f(x3/2 + 5x/2 — 3) dx
= [x3/2dx + 5 [ xY/?dx — [ 3dx
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4 x5/2 x3/2

—2; +5(2 3)—3x+c
5/2 3/2

=2§/ +10Tx —3x+c

Se aplica la regla #3 para separar

Se realiza la regla #2 en la segunda integral

Se integra normalmente con la regla #1

f Ejercicio ilustrativo 6

Nota: Solo tiene una similitud con el anterior ejercicio por utilizar la

regla #1

1
j—3dx=jx‘3dx
X
1
f—gdx=fx‘3dx
X

x—3+1

= +c
-3+1

1 _
= —-x"%+c
2

Nota: Se redefine la integral para poder utilizar la regla n°1

. Se sube la x3 y se lo pasa a negativo utilizando la propiedad de la
. ., xo _ 0-3
potenciacion it
o Se integra normalmente con la regla #1
. Se expresa con el 5
g Ejercicio ilustrativo 7

Se resuelve por tabla
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7Y
f7ydy=m+c

h. Ejercicio ilustrativo 8

Nota: Solo tiene una similitud con la regla #1 y el ejemplo ilustrativo 3

= [x~13dx

3x2/3
= +c
2

. Se convierte la raiz en potencia

-1/3

. Se sube con la propiedad de la potencia x

. Se resuelve por la regla #1

i Ejercicio ilustrativo 9

[y3(@y? —=3)dy = [2y>—3y3dy , Se multiplica por regla
distributiva

=2 [y°dy — 3 [ y3dy, Se aplican las reglas 3 y 2
y° y* -
=2 i 3 STt Finalmente se resuelve con la regla #1

1

3Y

6 3.4
4y +c

J- Ejercicio ilustrativo 10
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Nota: Tiene una similitud con el anterior ejercicio por usar la regla #2

y regla #1
f3x2/3dx = 3fx2/3dx
2/341
_3(3x ) L
5
= §x5/3 +c
k. Ejercicio ilustrativo 11

Nota: Tiene una similitud con el anterior ejercicio por usar la regla #1

y regla #3

J@2cot(p) —3tan(¢))de =2 [ cot(@)dp — 3 [ tan(p)de

= 2Ln|Sen(¢)| — 3Ln|Sec(p)| + ¢

Se aplica la regla #3

Se resuelve las trigonometrias por tabla

Se une por método matematico el

24

Ln|Sen?(@)| — Ln|Sec3(p) + ¢

Sen?(¢p)
Sec3(p)

Ln| | +c¢

2
=Ln| —Senl (@) | +c¢

Cos3(¢)
= Ln|Sen?(p)Cos?| + ¢

_ Sen?(¢p)
= Ln| Sec3(0) | + ¢



Se resuelve por identidad trigonométrica

Se soluciona con extremo con extremo y medios con medios

Ejercicio ilustrativo 12

=2Vx+c

Se aplica la regla #2 convirtiendo la raiz

Se sube la x1/?
Se resuelve por la regla #1

Se expresa la raiz

Ejercicio ilustrativo 13

f dx j‘s “20\d
Sen?(x) en~“(x)dx
= szcZ(x)dx
= —Cot(x) + ¢
Se aplica la regla #2

Y luego por identidad trigonométrica

Ejercicio ilustrativo 14
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J(5y? =3y Y*)dy=5 [ y*dy — 3 [y~ Y*dy

_5 @)

3 3
5y3 12y3/4
3 3 ¢
5 3
3
. Se aplica la regla #3
J Se integra normalmente con la regla #1

0. Ejercicio ilustrativo 15

du 1
fCos(u) - J-Cos(u) du
= Ln|Sen?(u)

. Se resuelve por tabla de Logaritmo Natural

p. Ejercicio ilustrativo 16

Se aplica la regla n°3 utilizando la suma de fracciones de igual

denominador

f—4x2;2\/§ dx= f4i—2dx - fle/z dx

X
= [(4x?)(x™ V) dx — [(2xY?)(x Ddx
Se aplica la regla #2 convirtiendo la raiz
=4 [xdx —2 [x/?dx

4x?  2x1/2
=——-— +4+C
2 1
2

=2x?—4x+c
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q. Ejercicio ilustrativo 17

Nota: No tiene similitud con el anterior porque se uso tabla

i %dtz [ Tan(t)dt

= Ln|Sec(t)| + ¢

J Se resuelve por identidad trigonométrica
r. Ejercicio ilustrativo 18
[ Vaxdx= [(ax)?dx ¥\.
A :
a'l2x3/2 ¢ N’
= c
3/2

=2ty =2

3

. Se convierte la raiz a fraccion por regla #2

Se resuelve por regla #1

. Se expresa la fraccion a raiz

S. Ejercicio ilustrativo 19

fx(Zx + 1)? =f x (4x?

+2(2x)(1) + 1%)dx

= fx(4x2 + 4x + 1)dx

= f(4x3 + 4x% + 1x)dx
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=4fx3dx+4fx2dx+1fxdx

x* x3 x2
=4kt Ax—+1x—
*4+ *3+ *2+C

iy 4x3 N x? N
=x*+—+—+4c¢
3 2
Se resuelve el binomio al cuadrado
Se resuelve por método distributiva

Se aplica la regla #3

Se soluciona por la regla #1

3.4. Ejercicios propuestos
Tabla 7. Ejercicios propuestos.
Integral Respuesta

x? 2 x3 2

Lo J(5-5) FHo+C
6 x

x3-6x+5 x3
2. [/ dx ?—6x+5Ln|x| +C
. % Lnlt] +C
4.  [Sec®(8) Cos(6)do Tan(0) + C
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5. [Ody 2 +C
6. f(%+%+5) dx —%—E+5x+c
X X

7. [B-2t+t?) dx 3t—t2+%t3+C

8.  [5u’2dx 2’24 C

9.  [Vx(x+1)dx 2 et b
5 3

10, [103Vx? dx 6x3 + C

11. f(u3/2 —u) du Eus/z _luz iy,
5 2

12 [6x?3xdx %xl% +C

13. f(%+3_\;;) dx %x4/3 +;x2/3 +C

20. [ er dx F+c

21, [(4x® —x?) dx x4+%x3 n,
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22, [(4x3® —6x% —4x +5) dx x*—2x3—-2x2+5x+C

2tax—4 2 8
23. f%dx gxs/z +§x3/8—8x1/2+c
24.  [[3Sen(t) — 2Cos(t)] dt —3Cos(t) — 2Sen(t) +C

25.  [(2Cot2(8) — 3Tan?(6)) do

2Cot(0) — 3Tan(8) +0 + C

26.  [(3Csc?(t) — —(3Cot(t) + 5Sen(t)) + C
5Sen(t) Tan(t)) dx
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CAPITULO IV
4  TECNICAS DE INTEGRACION
4.1. Integracion por sustitucion elemental o cambio de variable

. Definicion del método: Este método consiste en cambiar o
sustituir la variable de la integral, la cual no se puede realizar por
las reglas explicadas anteriormente, por otra variable de tal manera
que se puedan aplicar dichas reglas. Para lograr la sustitucion se
deben seguir los siguientes pasos:

° Identificar los factores que componen la integral

. Verificar cual de ellos derivado resulta el otro factor

. Luego cambiar el nombre a dicho factor con otra variable y
derivarla

. Realizar la sustitucion
4.1.1.  Ejercicios ilustrativos

a.  Ejercicio ilustrativo 1

Calcular [ 3/(1 — 4y )dy utilizando el cambio de variable.
o Solucion

En primer lugar, se redefine la raiz como potencia utilizando la

., b
definicion ¥xP = x"/n

[T =4y) dy=[(1-4y)/3 dy

Cambio de variable
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Sea 1-4y=u—>ddy=ch - dy = f—z
Sustituyendo u y dy en (A) tenemos

= u'/s -‘j—z Esta integral ahora es inmediata
= _i4 [u'/3du Se aplica la regla 2

u4/3

4
3

_i4 + ¢ Finalmente la regla 1

-3 4
:_u/3 +c
16

Volviendo a la variable original “y”

Quitando el cambio de variable

_33[1 = Z
" VA —=4y)* +¢

b.  Ejercicio ilustrativo 2
Calcular [ x? (x3 — 1) dx utilizando el cambio de variable.
. Solucion

[x?2(x® —1D%dx =[(x® —1)°x2 dx (1) Se conmutan los
factores colocando el mas complejo de primero y el otro factor con el

dx

Cambio de variable
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Seax? —1=v-3x?dx=dv - x?dx =

Sustituyendo v y dv en (1) se tiene

_ 10 v
_fv -

11
v

=2 +¢
11

Quitando el cambio de variable

11
v

= +¢
11

_EE-” +c
11

Ejercicio ilustrativo 3

Calcular [ ﬁ ds utilizando el cambio de variable.

Solucion
s sds
2 ds =% _
V3s2 +1 f(gsz +1)1/z

Haciendo 3s?> + 1 =x — 6sds =dx — sds = d?x

d

ax
6
x1/2

=J

_1pax
_6 fxl/z

33
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&y R ¢ U b/ i[O
1 =y e 5
—=+1 [ bmyA=1 ) ! Ao eas 2l ntin «\
1 x 2 K= ,\/‘k 34 latine)
-1, +c e Vg
—— / 3 g (2, 9) <% i \
6 2 +1 N-g N3%e (r_.:/z‘( . N-s@ nsv\‘.:‘/z;;z,ja
' D VAR s f 1
A ) iyl
‘\L[;',";-ﬁll\-r, 0 8
1 o omiay o RIS 3 ™~
1 x2 . y
= - ' 7 + c e 5 &N\, >
6 3 Tl szl /Dr-,:\-l,) i Q (,} Al
n;nb:{z,) (n=2ne 7 v
1
=2x/2 +¢

Volviendo a la variable original

=§ (3s2 +1)72 +¢

=§ V3s2 +1 +¢

d.  Ejercicio ilustrativo 4

Calcular [ Cos(40)d# utilizando el cambio de variable.

[ Cos(46)d6 = [ Cos(460)de

Hacemos 40 =t = 4d0 = dt > df = % y sustituyendo en la

integral dada

= | Cos(t)%

1
= Zf Cos(t) dt
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1
= ZSen(t) +c

1
= ZSCD(‘L@) +c

e.  Ejercicio ilustrativo 5

4 Sen (x)

Calcular [ (xcoso)’

dx utilizando el cambio de variable.

° Solucion

4 Sen (x) Sen (x)dx .
—_— = ———= apl | la n°2 |
f(1+COS(x))2 f(1+COS(x))2 aplicando la regla n°2 se extrae e
factor 4
Hacemos 1+ Cos(x) = u — —Sen(x)dx = du
Por tanto: Sen(x)dx = —du

-d
=47

=-4fu?du

= s + ¢ Regresando el cambio se obtiene

4
"1+ Cos(x) te
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f Ejercicio ilustrativo 6

Calcular [(Tan (2x) + Cot (Zx))zdx

. Solucion
Desarrollando el producto notable (Tan (2x) + Cot (2x))2 se tiene

(Tan (2x) + Cot (2x))° = Tan?(2x) + 2Tan (2x) - Cot(2x) +
Cot? (2x)

Por la identidad trigonométrica Tan8Cot8O = 1por tanto el segundo

término se transforma
=Tan?(2x) + 2 -1+ Cot?*(2x)
= Sec?(2x)—1+2+Csc?(2x) —1
= Sec?(2x) + Csc*(2x) —2 + 2
= Sec? (2x) + Csc?(2x)

Asi la integral original se transforma en

[(Tan(2x) + Cot(Zx))de = [(Sec?(2x) + Csc?(2x))dx

Si cambiamos 2x por 0 se tiene

2x=9—>2dx=d9—>dx=§

= f(SecZ ) + Csc2(9))d2—9
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= ~[[(Sec?(6)df + [ Csc?(6))db]

= %(Tan(@) — Cot(@)) +c
Quitando el cambio se tiene finalmente
= % (Tan(Zx) — Cot(Zx)) +c
g Ejercicio ilustrativo 7
Calcular [ %‘m dx aplicando cambio de variable
Cambio de variable:

° Solucion

Sea e* + cos(x) =r = (ex — sen(x))dx = dr que al sustituir en la

integral original se obtiene:

e*—sen(x) _ rar _
f—ex+cos(x) dx = —= Ln|r| +¢

= Ln|r| + ¢ = Ln|e* + cos(x)|
h.  Ejercicio ilustrativo 8

. 2
Calcular [ % dx aplicando cambio de variable

° Solucion

Primero reescribimos la integral conmutando los factores
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x In(x? + 1) _ 2 X .
[ — = [ Ln(x?*+1) —;dx y luego realizamos el
cambio
Cambio de variable:
2 d .
Sea Ln(x2 +1) = v = ——dx = dv = ——dx = = sustituyendo en
x2+1 x2+1 2
la integral original se obtiene:
xIn(x2+1) 5 x _ dv
[ e = [In(x*+ 1) S—dx=[v-
1
=z | v dv
1 ,UZ .VJ_E nan N-@ Yl;r’x,_,:{t_~:}j|x‘¢
- E . 7 + ¢ H,)_(V:"T‘\_/ {J’na']’j“i‘;r{'x"'g'}:
1 2 2 ffesezar
=3 (x2+1)*4+c sl
i Ejercicio ilustrativo 9
eaTcSen(x)+x
Calcularf W
. Solucion

La integral original se puede expresar como:

earcsen(x) 4, (earcSen(x) x ) . a+c a c
— = —— * 75 dx Utilizando —= = -+ -
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earcSen(x) x
=) = dx + f — dx

I1 12

Resolviendo estas dos integrales por separado se obtiene:

arcSen(x)

I= [ eﬁdx para I1 el cambio de variable sera: arcSen(x) =

dx

U=r—=—= du, por lo cual
earcSen(x)
11 = fﬁdx

— arcSen(x) , _94%
= [e =

I1=[e* du

1= e*+(

|1 — earcSen(x) + C1
2= f% dx para 12 el cambio de variable sera: 1 — x? =

v = —2xdx =dv = xdx = % asi tenemos que
X
2= fﬁdx

2= fﬁ xdx

12=fv%-f—;-dv

1 1
I2—_—2fmdv
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12=—\/1_7+C2
2=—-—V1-x%2+

La integral original es la suma de I1 e [2:

e arcSen(x)

ﬁdx=ll+12

= eweSen(® 4 ¢ — \[1x2 4 ¢,
= eweSn(@ _ \[1 X2 4 ¢, +C,
N =y H

J. Ejercicio ilustrativo 10
Calcular [ x3(2 — x2)¥2dx
o Solucion
La integral original se puede expresar como:
Haciendo la descomposicion de x*>= x2. x y conmutando los factores

[x3(2 — x?)1%dx = [ x? (2-x2)'? xdx
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Ahora haciendo el cambio de variable:

2—x%=u= —2xdx = du = xdx

— 1d
_—Eu

Como2—x’=u= R=D—y,

Que al sustituir en la integral original se obtiene:
fx3(2 —x2)1%dx = fxz (2-x% )12 xdx
= —%f(z —wu'?du
1
= —Ef(Zulz —u'3)du

=_%[2fulzdu_fulgé] :

112 1
_ |- 5,,13 _ _— ,,14
213" 12t ]+C

t

1 1
. 13
=3 182u (28 —13u) +¢

1
_ _ 42313 _ 42
=35 2—) (28 -132—x%)) +c

1
o~ (7 _ 42)13 2
= 364(2 xH)BR2+13x%) +c¢

k. Ejercicio ilustrativo 11

Calcular [ /1 — 4ydy
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° Solucion
Haciendo el cambio de variable, se obtiene:

u = 1-4y
du = —4dy

———dy [J1—4ydy = f(1+4y)dy

w

IR YA
1)

3
=— % (1 — 4y)z Regresando el cambio se obtiene

L. Ejercicio ilustrativo 12
*tat
Calcule [ —; 322 aplicando cambio de variable

° Solucion

Haciendo el cambio de variable, se puede redefinir la integral

u=3+e?

du = 2e?tdt
du

7 = etht
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f 2tat _ @

3+02t T

u

m.  Ejercicio ilustrativo 13
Calcule [ /6 — 2xdx utilizando el cambio de variable
J Solucion

Haciendo el cambio de variable y transformando la raiz como potencia

se puede redefinir la integral

u==6-—2x
du = —2dx
1
‘j—z = dx f(6— 2x)1/3dx = u§‘j—1;

Posteriormente aplicado las reglas 2 y 1 se resuelve la integral como

inmediata
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=(-) ) () +c

3 4
=-3(6-2x5+C

n.  Ejercicio ilustrativo 14

4
(r% +2)
Calcule J.Td ¥ aplicando cambio de variable

° Solucion

Haciendo el cambio de variable y transformando la raiz como potencia

se puede redefinir la integra:

u=r’ +2 f(T:Z—;:)dr = [(w)* x 3du
U= %r_%dr

_dr
%u—%

5

=3 x—+C

5

3(r1/3+2)

+C
5

o.  Ejercicio ilustrativo 15

Calcule [ xVx2 —9 dx
. Solucion

[xVx%2 —9 dx = [Vx% —9xdx u=x2-9

u = 2xdx
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¢

p.  Ejercicio ilustrativo 16
1

Calcule [ sen (gx) dx

J Solucion

[ sen (gx) dx = 3 cos Gx) 4+ C - Regla [sen (%x) dx =

acos (%x) +C

q.  Ejercicio ilustrativo 17
Calcule [ x V4 — x? dx

° Solucion

ferear - [l
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1 1
= —Efuzclu
(-3)(5)w+c
=—=]|=uz
2)\3)*
1 3
=—(-x2+C u=4-x?
du = —2xdx
du - xd
—, = xdx
r. Ejercicio ilustrativo 18
Calcule [ 6x2%sen (x3) dx = 6/ sen (x3)x2dx

° Solucion
f6x25en (x?) dx
= 6fsen (x3) x2dx
u=x3
du = 3x?dx
— = x%dx

6fsen(u)d?u

=6 (%) f sen(u) du

=2 f sen(u) du

=—2cos(x®)+C
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S. Ejercicio ilustrativo 19

Calcule [x (2x2 + 1) dx

. Solucion
6 du
f (2x?+1) xdx = juﬁ (T)
u=2x*+1
du = 4xdx
& = xdx = ifu6 du
= (1) L
- \4/\ 7
=i(2x2 +1)7+C
28
L. Ejercicio ilustrativo 20

Calcule f% cos (4t%)dt

1 1 du
_ 2 - _ -
fZ cos (4t%)dt 2fcos (w) 3

u = 4t?
du = 8tdt

M _ tdt —
8

1
Ef cos(u) du

1
= Esen(u) +C
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1
— 2
= —16sen(4t )+ C

u.  Ejercicio ilustrativo 21

Calcule [ =2 dx

(x2+41)3
° Solucion
x dx _j 1 ><du
O Bl BER
u=x2+1
du = 2xdx
%u:xdx =%fu‘3du
—1 w +C
2\ —4
1
= _—_yu 4 C
8u +

1
= —§(x2+1)‘4+C

v.  Ejercicio ilustrativo 22
Calcule [ r2sec? (r3) dr

° Solucion

du
frz sec? (r3) dr = fsecz(u)?



du = 3r%dr

é [ sec?(u) du
1
= §tan(u) +C
1
= §tan(r3) +C
w.  Ejercicio ilustrativo 23

Calcule

f 5x 3/(9 — 4x2)2 dx

= 5_[ (9 —4x2)2 dx

uU=9—4x>?
du = 8xdx

%uzxdxz 5f\/(u)2%u

=gf[(u)2]%du \ A +@
=Efudu ?'? ‘\‘ﬁ

8 - —
5u? ‘
=gz t¢

— 5 (0 _ Av2)2
—16(9 4x%)* + C
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x.  Ejercicio ilustrativo 24
Calcule [ sc? (26) d6
o Solucion

Segun la tabla de integrales establecidas previamente se tiene que

[ sen (ax)dx = icos(ax) +C y aplica para todas las razones

trigonométricas [ sc? (26) df = —écot(ZB) +C
y.  Ejercicio ilustrativo 25
Calcule [(x? — 4x + 4)*3dx

° Solucion

Factorizamos el polinomio del paréntesis aplicando el método del tanteo

reducimos el factor
[(x? —4x + 4)*3dx = [l(x—2)(x— 2)J8/3 dx

[(x? —4x + 4)*3dx = [l(x — 2)J8/3 dx

Luego realizamos el cambio u = x — 2

du = dx

[(x? —4x + 4)*3dx = [(x - 2)8/3 dx
[(x? —4x+4)dx = f(u)%du

2 5
f(x2—4x+4)dx=§(u)5+(]
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2 5
f(x2—4x+4)dx=§(x—2)5+6

4.1.2. Ejercicios propuestos
Tabla 8. Ejercicios propuestos.
Integral Respuesta Integral Respuesta
1
1. fSen(Zx)\/Z — Cos(2x)dx iCos(Zx)]3/2 2. fese"(">Cos(x)dx eSen( 4 ¢
+c
y3dy __t 1
3. fi(l —2y 32(1 —2yH* | 4. fstc(3yZ)Cot(3y2)dy - ngc(3y2) +c
+c
1
5 2xdx arcsen(c) +c | 6. f Cos(x)(2 sl2+ Sen(x)]°
V1—x* + Sen(x))sdx +c
1 4 Tan(x)
Z AN dx S (_) +
3x—4 Bx-4)73 ) f— arcSen
7. f 3x — ddx i c 8 Cos?(x)y/9 —Tan?(x) | ¢ :
1\ 72
1 dx (14— 10 4Sen(x)dx 4
9. f 1+§; +c( 3X) . (1 + Cos(x))? 1+C05(x)+c
1
11 (6x2 + 8x)dx — |12 CosV1+x
o 7O 3 2 2 Vitx
RS _(:cc+2x +1) } s dx 2SenV1+x+c¢
6
1 3 3 1 i ( 3 5/ 2 2rdr = (6r
S x3 + 3)74(5x 15
f(x +3) /axdx 13?2) e 14'f(17r)2 -DA-7)"°
+c
3 2
15 O +3)dy 0 +2DG - | 4g 3¢
B-n" e e -0 +3)2
+c

4.2. Integracion por partes

Entre las aplicaciones mds importantes del método de integracion por

parte se encuentra la integracion de:

. Diferenciales que contienen productos.
o Diferenciales que contienen logaritmos
o Diferenciales que contienen Funciones Trigonométricas Inversas
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Siuy v son funciones de la misma variable independiente se tiene que
[udv = uv — [ vdu, la cual es llamada férmula de integracion por
partes. Esta formula expresa la [ udv en términos de otra integral [ vdu
la cual es mas facil de evaluar. Para evaluar cualquier integral por este
método se debe elegir un cambio para uy dv, por lo general es
recomendable que el dv sea el factor mas complicado del integrando.

Otra recomendacion es la siguiente regla para la eleccion de u.
L = Logaritmica.

[ = Trigonométrica Inversa

A = Algebraica

T = Trigonométrica Directa E = Exponencial

4.2.1.  Ejercicios ilustrativos

a.  Ejemplos ilustrativos 1
f e*Cosxdx

En este caso, se encuentran en la integral el factor trigonométrico directa
y la exponencial, en tal sentido la primera prioridad es Trigonométrica

por lo que:

u = Cosx

du = —Senxdx dv = e*dx



Sustituyendo en la formula de integracion por partes se tiene:
fexCosxdx =e*Cosx — f —e*Senxdx
= e*Cosx + [ e*Senxdx
= e*Cosx + [e"Senx - f exCosxdx]

Para resolver la integral [ e* Sen(x)dx usamos también la técnica de

integracion por partes, para lo cual aplicamos la regla LIA(T)E

u = Senx
du = Cosxdx dv = Senxdx
v =—Cosx

Por lo cual;

J- e*Cosxdx = e*Cosx + [exSenx — f e"Cosxdx]

J- e*Cosxdx = e*Cosx + e*Senx — f e*Cosxdx

Cuando en la solucion se repite la integral dada se puede concluir
agrupando los términos semejantes

[ e*Cosxdx + [ e*Cosxdx = e*Cosx + e*Senx

2J eCosxdxe*Cosxe*Sen.

[e*Cosxdx = %(exCosx + e*Senx)

b.  Ejercicio ilustrativo 2
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3

Calcular [ —%

1—y2

dx

Observe que: para resolver la integral debemos descomponer en dos

factores el numerador.

x%x

X3
———dx = | ———dx
f\/l—xz * V1 —x2

Utilizando la regla LI(A)TE para seleccionar el cambio tiene que la

primera prioridad es Algebraica por lo que:

) __ xdx
u=x dv = N
du = 2xdx [dv=[2E (A)
1—x?

——

Para resolver la integral (A) se hace el cambio de variable

dt
1—x2=t:>2xdx:dt:—2:xdx

Por lo que:

d
xdx _—Z -1 =
V1 —x2 Vo2

Lo cual se simplifica en:
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xdx

I-x2

=x2,/1—x2—f—\/1—x2.2xdx

=u.v—fv.du

=x21—x2%2— f (1—x2) 2. 2xdx

(B)

La integral (B) sera resuelta en forma andloga a la integral (A) por un

cambio de variable siendow = 1 — x? = dw = —2xdx asi
f\/ 1—x22xdx = j.\/v_v(—dw)
1
= f —wzdw
2
= —§W3/2 +c

1

= At

Volviendo a la expresion (B) se tiene:

3 3
f\/%dx fﬁdxzu.v—fv.du

=T - (5 JA— ) +c
=\/m.[x2+§(1—x2)]+c
=\/ﬁ.[x2+§(1—x2)]+c
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=+1—x2 [x +———x]+c
[1—x2|=x2+2
1 x.[gx +3]+c
1
=§\/1—x2.(x2+2)+c

c.  Ejercicio ilustrativo 3
Calcular [ x.arctg(x)dx

Siguiendo la regla L(I)ATE se tiene que el cambio mas indicado para u

es Trigonométrica inversa por lo que:
u = artg(x) dv = xdx

dx x2

du = x2+1 fdv = fxdx Entonces, v = ~

Luego la integral original al aplicar la formula de integracion por partes

quedara como sigue:

fxarctg(x)dx =Uv-— J. v.du

2

1

1 x
p— 2 — —
5% arctg(x) fZ'x2+1

dx

1, £0(0) 1J‘ x? 4
=gxfarctg(x) =5 | 5 dx

1, t9 (o) 1J‘x2+1—1
=5 x“arctg(x 1

> dx
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1 tg(x) — Jx +1 -1 d
=g |} faretsx e

1
=3 [x2arctg(x)
-1
_f(1,+x2+1)dx
17,
=§[x arctg(x) —f(l + T 1) dx]

=3 [earetgCo — [ xax+ | d
—2xa1”ch xax x2+1

= %[xzarctg(x) —x + arctg(x) + c]
d.  Ejercicio ilustrativo 4
Calcular [ x.Sen?(3x) dx
. Solucion

Observe que si utilizamos la identidad trigonométrica que establece que
Sen?(x) = % [1 - Cos(2x)] podemos resolver de mejor forma la

integral.

fx. sen?(3x)dx = fx [%(1 - cos(6x))] dx

= %U- xdx — f x cos(6x) dx]
= %U xdx — f x cos(6x) dx]

1 1
=Efxdx—zfxcos(6x)dx
x? 1
—Z—Efxcos(6x)dx

57



La integral 11 se resuelve usando el método de integracidén por partes
Siguiendo la regla LI(A)TE se tiene que el cambio mas indicado para u

es Trigonométrica inversa por lo que:

uU=x
du = dx dv = cos(6x) dx
f dv) = j cos(6x) dx
bx =z
6xdx = —
J dz
*6
d
j dv = j cos(z)—z
6
1
fdv = Ef cos(z) dz
v = sen(z)

1
v=rg sen(6x)

Resolviendo la integral I1 al aplicar la formula de integracion por partes

quedara como sigue:

1 [xsen(6x)dx 1

%f x cos(6x) dx = 3 [T gf sen(6x)dx]

%f x cos(6x) dx = %[xsen(@c) - f sen(6x)dx]

bx =71

6dx = dr

dxzﬁ
6
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1 1 dr
= Exsen(6x) -1 7 sen(r) 3

1 1
= Exsen(6x) — ﬁf sen(r)dr

1 1
= Exsen(6x) + = cos(6x)

2 1
foen2(3x)dx = %_Ef x cos(6x) dx

x? 1 1
2 —_— | — —_—
xSen?(3x)dx = 2 [12xsen(6x) + = cos(6x)] +c

x?2 1 1
2 _ _
foen (3x)dx T 12 xsen(6x) = cos(6x) + ¢

1
foen2(3x)dx =0 [18x2 — 6xsen(6x) — cos(6x)] + ¢

e.  Ejercicio ilustrativo 5
Calcular la integral [ xe3*dx
o Solucion

Identificar u y du
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Elige las partes de la integral de manera que sea facil de derivar y de
integrar, las cuales segn el LIATE la algebraica debe ser u y el resto

debe ser dv.

u=x
du=x
dv = e3*dx

Integramos dv utilizando la tabla [ e®*dx = iea" + ¢ para obtener:

1
v=-e3*
3

Sustituimos los valores en la formula de integracion por partes:
fudv =u.v— [vdu
fxe3x dx = x.%e?’x — f %e?’xdx
Simplificamos el primer término y resolvemos la integral restante

x 1
= 563" —gfe3xdx

La integral de

simplificamos sacando factor comin y el resultado final es:

[ xe¥dx = Ze3* (x — l) +c
3 3
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f Ejercicio ilustrativo 6
Calcular la integral [ In[x] dx
o Solucion

Identificar u y dv

Para resolver [ Inx dx elegimos u =Inx
funcién que se simplifica al derivarla, y dv = dx

siguiendo la recomendacion del LIATE
u = In[x]

1
du = —dx

porque es la

para integrar,

Sustituimos los valores en la formula de integracion por partes:

fudvzu.v—fvdu

fln(x) dx = xIn(x) — fx.ldx
X

Resolvemos la integral

[ldx=x+c

Sustituimos la integral y por lo tanto este es el resultado
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fln(x) dx =xIln(x)—x+c

j In(x)dx = x[In(x) —1] + ¢

g Ejercicio ilustrativo 7
Calcular la integral [ xsen(x)dx
o Solucion

Identificar u y dv

Elige las partes de la integral de manera que sea facil de derivar y de

integrar.

u=x

du = dx
fdv = fsen(x)dx
v = —cos(x)

Sustituimos los valores en la formula de integracion por partes:

fudvzu.v—fvdu

f xsen(x)dx
= —Xxcos — f —cos(x) dx

f xsen(x)dx = —x cos + Senx + ¢
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h. Ejercicio ilustrativo 8

dx

Calcular la integral f 1) >

° Solucion
Llamamos u = e* = du = e*dx

De igual forma denotamos como

xdx
fv—f( +1)2 =x+1=>dy=dx

y=x+1l=>x=y—-1

y—1
v= dy
fyz
y fl
v=|=Sdy—| —d
,fyz y ¥ y ‘
L +1
v=1Lny+—
y

Entonces, la integral se convierte en:

e*dx

f xe¥dx
(x+1)

(x+1)2 €

x [Ln(x + 1)+ x_-lu] — [e*Ln(x + Ddx— [

Ahora resolviendo la I1:

e*dx
(x+1)

[e*Ln(x+ 1)dx =e*Ln(x+1) — [ , donde dv = e*dx =

v=e*
u=ILn(x+1)

dx

du =
ux+1
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Ahora sustituyendo:

f xeXdx

xq xq
= e* [Ln(x +1) +x—il] - [ean(x +1) - [= x] - [=—=

(x+1) (x+1)

xe*dx x

——Y =e*Ln(x # 1) +e_
(x+1)2 x+1

—e¥Yn(x+ 1)

j ex;zlgc J e*dx
+ —
(/+ 1) Jx+1)

xe*dx B e*
(x+1)2 x+1 ¢
i Ejercicio ilustrativo 9 /

Ln(zx ) dx
X

Calcular la integral [

° Solucion

Para resolver esta integral, utilizaremos integracion por partes.

Elegimos:
u = Lnx
dx dx
du=— A dv=§:>v=——

La formula de integracion por partes es:
fudv =u-v— [vdu
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Sustituyendo los valores de u, dv, v y du en la formula tenemos:
jm.rd ——hi—'[——'—d

Simplificando el signo negativo en la segunda integral:

Lnx ~ Lnx dx

xz & x x?

Lnx Inx 1

—dx=————-—+c

X X X

Lnx

x—dx = ——(Lnx +1D+c
Jj. Ejercicio ilustrativo 10

3
Calcular la integral [ ﬁ dx

) Solucion

3
. . X X
Primero redefinimos [ N dx = [ -
—X

X .
= dx descomponiendo en

factores en numerador para garantizar que nuestra dv sea una integral

por cambio de variable. Asi, utilizando la regla LI(A)TE para

seleccionar el cambio, se tiene que la primera prioridad es algebraica

por lo que:
u=x?
du = 2xdx
fd xdx
v =
\/1 — x
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Para resolver la integral (A) se hace cambio de variable por lo que t =
1 —x? = dt = 2xdxy finalmente quedaria ii—; = xdx por lo cual la

expresion queda como:

dt
xdx (T
V1 —x? Vt
1
=—=| t71/2d¢
!
1 t1/2
B
2
= —t1/2

—VE—y1-x2
= —J1-x2

Se procede a aplicar la formula de la integracion por partes

xdx 2 —2 _ [ _ — 7.
fm— x2V1 —x2 — [ —V1 —x2 - 2xdx

=—x2\/1—x2+f\/1—x2-2xdx

L )
Y

B

La integral (B) sera resuelta en forma analoga a la integral (A) por un
cambio de variable, siendow =1 —x2 y dw = 2xdx, resolviendo

la expresion quedaria:

fﬁZxdx =f—\/m

= —fwl/zdw
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= 232

3

2
- _5(1 — x2)3/2

N

= —2YA—xD)?

w

Volviendo a la integracién general y cambiando los datos obtenidos,

tenemos:

f xdx =—x2\/1—x2—f—\/1—x2-2xdx

=—x2\/1—x2+f\/1—x2~2xdx

2
= —x%J1—x2 —§i/(1 —x2)3+C

= T |x + A2+ C
k. Ejercicio ilustrativo 11
Calcular la integral [ x? e*dx
J Solucion
Se procede a de definir u, du, v y dv

u=x? du = 2xdx

dv = e”*

Se procede con la sustitucion en la férmula de integracion por partes

fxz e*dx = x%e* — f e* - 2xdx
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= fxexdx

= x2%e* -2 [xex - f exdx]
= x%e* —2xe* +e¥ +c¢
. Ejercicio ilustrativo 12

Calcular la integral [ x3e™: dx

Se transforma la expresion descomponiendo x3 = x2.x, y utilizando

x? =t = 2xdx = dt y se integra por partes

f e x: dx = j te; dt
= %f te~tdt
-Hfeen- [
= 2 (o) ™)
= 5 (e o)

1
=Ee"‘2(x2 +1)+C

m.  Ejercicio ilustrativo 13
Calcular la integral [ x%e™*dx

° Solucion
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Este ejercicio tiene similitud con el ejercicio ilustrativo 10, por lo que se

procede a realizar los mismos pasos.

du = 2xdx

dv = e *dx v=—e*
fxze"‘dx =x%(—e™) —f—e‘xedx
=x?(—e™™) —1(-2) f e *xdx

=2(—e*)+2 (x(—e"‘) + f e—de)

=x*(—e™) +2(x(-e™) —e™)

=—x“e*—-2xe™*-2e*+C
n.  Ejercicio ilustrativo 14
Calcular la integral [ xSen?(3x)dx

) Solucion

Se preparan los datos para empezar a integrar por partes

u=x du =dx
dv = Sen?(3x)dx v
1 Sen(6x)
2 12

Integramos por medio de las reglas conocidas

1 Sen(6x) 1 Sen(6x)
foen(3x)2dx =x(=- - f = dx
2 12 2 12

(1 Sen(6x)> [f Sen(6x) x]
1 Sen(6x) x? Cos(6x)
:x<§' 12 >_<T+ 72 )
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1, Sen(6x) Cos(6x)
T T 12 T 7

4.2.2.  Ejercicios propuestos

Tabla 9. Ejercicios propuestos.

N° Integral Respuesta
! fySecZydy yTany + Ln|Cosy| + C
2 fSenan(Cosx)dx Cosx(1 — Ln|Cosx|) + C
3 1

e*Cosxdx Eex(Cosx + Senx) + C
4 x 45 x - X p

JxSende enz X 052
2,

: j(LTl|x|)2dx xLn®x — 2xLnx + 2x + C
6 fszczxdx —xCotx + Ln|Senx| + C

4.3. Integracion de potencias del seno y el coseno

Este método de integracion se utiliza para integrales que contiene
expresiones de la forma [ Sen™(w)du 6 [ Cos™(u)du; donden# 1y
n # 0, ya que en el caso de que sea 1 6 0 (cero) la integral se resuelve
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por tabla. Esto nos da la idea que el método aplica para integrales con n
= 2 en adelante y se dividen en 4 casos segun la paridad de n

4.3.1. Caso 1

[ Sen™(u)du 6 [ Cos™(u)du; donde n es un entero Impar

Se descompone n en (n — 1) y 1; para el exponente par (n—1) se usa la
formula Sen? (x) = 1-Cos2(x) 6 Cos?(x) = 1-Sen?(x) y la
funcion trigonométrica elevada al exponente 1 se agrupa con el

diferencial.

a.  Ejercicio ilustrativo 1
Calcular [ Sen3(x)dx

J Solucion

Para la solucién como n es impar se descompone Sen3(x) = Sen?(x) o

Sen(x)
[ Sen®(x)dx = [ Sen?x.Senxdx

Luego se hace u = Cosx = du = —Senxdx
= f(l — Cos?*x)Senxdx
= [a-w)-aw

=f—du+fu2du
u3

=—u+—+c
3
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1
= —Cosx + §Cos3x +c

b.  Ejercicio ilustrativo 2
Calcular [ Sen®(x)dx
. Solucion

Observe que esta integral es similar a la anterior, por tanto, se resuelve

de igual forma.
[Sen®(x)dx  =[Sen*(x) - Sen?(x) dx
=[ [Sen?(x)]? - Sen?(x) dx
=[ [1— Cos?(x)]? - Sen(x)dx

Luego el exponente 4 se descompone para que se pueda aplicarla

identidad trigonométrica del método

Hagamos el siguiente cambio de variable

Sea cos(x) =u = —sen(x)dx = dusen(x)dx = —du
=/ (1 -u*)?*(—dw)

= [ (1 -2u%+u*) - (—du)

=f—du+2fu2du—fu4du

2 1
=—u+§u3—§u5+C
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Volviendo a la variable inicial x tenemos
f Sen®(x)dx

2 1
= —Cos(x) +§Cos(x)3 —gCos(x)5 +C

c.  Ejercicio ilustrativo 3
Calcular [ Cos3(3x)dx
. Solucion

Observe que la integral es idéntica a el ejemplo 1 con la diferencia de

que ahora es Cos(x), por tanto, por semejanza se resuelve igual.

[ Cos®(Bx)dx = [ Cos?(3x) - Cos(3x)dx
= f[l — Sen?(3x)] - Cos(3x)dx

Hagamos el siguiente cambio de variable

Sea Sen(3x) = v = 3Cos(3x) dx =dv =Cos(3x)dx = i—v
_f 1 ) .dv
= Ja-v-3
_1 fd f Zd
—§[ v—1|v v]
_! v +C
31" 3
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Volviendo a la variable inicial x tenemos

1 1
=3 Sen(3x) — §Sen3(x) +C

4.3.2. Caso 2
[ Sen™(w)du 6 [ Cos™(u)du donde n es un entero par

Se usan las formulas:
Sen?(x) = 1/2 - [1 = Cos(2x)]; Cos?(x) = 1/2 -[1 = Cos(2x)]
a.  Ejercicio ilustrativo 1

Calcular [ Cosz(g) dx

J Solucion
fCosZ(g) dx Zf[%(lJrCosZ (g) )] dx
Z%f(HCos(x)) dx
=%U dx+fCos(x) dx]
= f E(l + Cos(x))]

= %f(l + Cos(x))dx
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=%U dx+fCos(x)dx]

%[x + Sen(x)]+ C

b.  Ejercicio ilustrativo 2
Calcular [ Sen* (3x)dx
. Solucion

[ Sen* (3x)dx = [[Sen?(3x)]?dx

= f E(l - COS(6X))]2 dx
= f% [(1- Cos(6x))]2 dx

=11(1 - Cos(6x))” dx (4)

Seabx=0=>6dx==d06 =dx= % Sustituyendo la (A) se tiene

[ Sen* (3x)dx = if(l — Cos(e))z?(A)

Se aplica regla 2 y se desarrolla la potencia

[ Sen* (3x)dx = —-[[ d& — 2 [ Cos(8)d® + [ Cos?(6)de]

= % U de —2 f Cos(0) +%[1 + Cos(ZO)]dB]

=%U de—ZJCOS(e)de +%fd9 +%fCos(20)de]
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Sea 20 = a = 2d0 = da = db
—iUde zfc (©)do lfde lfc ()d—“]
—24 - oS +2 +2 os\a 2
—iUde zfc (0)do lfaze lfc ()d]
—24 - oS +2 +4 os\a)aa
1[3fde zfc (6)d6+1fc()d]
—242 - oS 2 os(a)aa

173 1
=—|[z6-2 + - 20)| +
22 [26 Sen(8) 4Sen( 6)] C

Quitando la variable a
1713 1
= | 20— 25en(6) + 5 sen(26)| + ¢
Quitando la variable 0

1[3 L :
=2 [56x — 2Sen(6x) +, Sen(2- 6x)] +te= Z[gx B

2Sen(6x) + iSen(le)] +C = ﬁ [36x — 8Sen(6x) + Sen(12x)] +
c
4.3.3. Caso 3

[ Sen™(x) - Cos™ (x)dx; Donde al menos uno de los exponentes es

impar (m 6 n) es impar
La solucidn a este método es similar al método utilizado en el Caso 1.
a.  Ejercicio ilustrativo 1

Calcular [ Cos*(x)Sen3(x) dx

° Solucion
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Se resuelve aplicando el mismo caso 1, donde se le resta 1 al exponente

impar para utilizar la identidad trigonométrica.
Sen?x =1 — Cos*x
[ Cos*(x)Sen®(x) dx = [ Cos*(x)Sen3(x)Sen(x) dx
= f Cos*(x) - (1 — Cosz(x))
- Sen(x) dx

Haciendo Cos(x) = u = —Sen(x)dx = du = Sen(x)dx = —du
= —ju“(l—uz)-du

=f(u4—u6)-du

= —fu4du+fu6du

us u’
=——4—+C
s T T

Quitando el cambio que tiene

=— 1/5 Cos®(x) + 1/7 Cos”(x)+C
b.  Ejercicio ilustrativo 2
Calcular [ Cos®(x)Sen*(x)dx

° Solucion
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Anélogamente al ejercicio anterior, se aplica la misma técnica
[ Cos®(x)Sen*(x)dx = [ Sen*(x)Cos*(x)Cos(x) dx
= [ Sen*(x)[Cos?(x)]*Cos(x)dx}
= fSen‘*(x)[l — Sen?(x)]?Cos(x)dx
Haciendo Sen(x) = u = Cos(x)dx = du
= [u*[1 —u?]?du

= ju“(l —2u? + ut)du

= f(u42u6 + u®)du

=fu4du—2fu6du+fu8du

Quitando ¢l cambio se tiene

[ Cos*(x)Sen*(x)dx = — 1/5 Cos®(x) + 1/7 Cos’(x)+C
c.  Ejercicio ilustrativo 3

Calcular [ Sen(5x) - Cos(2x)dx

o Solucion

Usando la formula Sen(mx) - Cos(nx) = 1/2 Sen[(m—n) - x] +
1/2 Sen[(m +n) - x] se tiene que:
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[ Sen(5x) - Cos(2x)dx = 1/2 Sen[(5—=2)-x] + 1/2 Sen[(5 +
2) - x]

- 1/2 Sen(3x) + 1/2 Sen(7x)

Asi la integral original se convierte en:

[ Sen(5x) - Cos(2x)dx = f[l/z Sen(3x) + 1/2 Sen(7x)]dx
— 1/ZfSen(3x)dx
+1/2JSen(7x)dx

Cambiando Variables

= 1/2fSen(u)dS—u+ 1/2J.Sen(v)d7v

1 1
= ngen(u)du +ﬁf5en(v)dv

1 1
= —gCos(u) — ﬁCos(v) +C

1 1
= —gCos(Sx) — ﬁCos(7x) +C
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1
= =27 [7€0s(3x) + 3Cos(7:)] + C

4.3.4. Caso4

[ Sen™(x) - Cos™(x)dx donde my n son nimeros pares.

La solucion a este método es similar al método utilizado en el Caso 2.
a. Ejercicio ilustrativo 1

Calcular [ Sen?(x) - Cos?(x)dx

° Solucion

[ Sen?(x) - Cos?(x)dx = [ [F-E2E)]. [Leesea] gy
= lf[l — Cos(2x)] - [1 + Cos(2x)] dx
4

= %f[l — Cos?(2x)] dx

= %fSenz(Zx)dx
1 ([1—Cos(4x)
-3/ [

= éf[l — Cos(4x)]dx

=éU dx—f Cos(4x)dx]
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Para la segunda integral usamos el cambio:

4x = u
4dx = du
P _du
S

=%de—f€os(u)ci—u]

—1jd L[ cosqwa
—8 X 32 os\u)au

_1 15 w+cC
—8X 32 enlu
1

= 15 (4x) + C
=g¥ — gz Sen(4x

1
=33 [4x — Sen(4x)] + C

b.  Ejercicio ilustrativo 2
Calcular [ Sen*(x) - Cos?(x)dx

° Solucion

2
Sen*(x) - Cos?(x)dx = 1-Cos@0)]*  [1+Cos@0)] 1
2 2

= %f[l — Cos(2x))? - [1 + Cos(2x)]dx
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= %f[l — 2Cos(2x) + Cos? (2x)]

-[1+ Cos(2x)]dx

= %f[l + Cos(2x) — 2Cos(2x) — 2Cos? (2x)

+ Cos? (2x) + Cos® (2x)]dx

= %f[l — Cos(2x) — Cos (2x)Cos (2x)] dx

= %f[l — Cos(2x)

— Cos (2x)Cos (2x)Cos(2x)]dx

= %j [1 — Cos(2x) ——1 - C;s(4x)
+(1
— Sen? (Zx))Cos(Zx)] dx

~2[[1-cosen 13

8
+ Cos(2x) — Sen (2x)

. Cos(Zx)] dx

3 ————— —Sen (2x)

1([1 14+ Cos(4x)
_f[z 2

. Cos(Zx)] dx

-

- f Sen? (2x) - Cos(Zx)dx]

82



~ 16 16
- Cos(2x)dx

1 1 1
dx —— | Cos(4x)dx — gf Sen?(2x)

Usemos los siguientes cambios de variable

4x = u Sen(2x) = v
4dx = du 2Cos(2x)dx = dv
dx = % Cos(2x)dx = dz—v

_1fd 1JC()du ljzdv
“16) YT 16) "Wy T8V 2

1 1 1
=1—6fdx—— Cos(wWdu — — | v2dv

64 16
1 L Lv
167 642" T 1673

1

1 1
N — 3
16x 64Sen(4x) 485671 2x)+C

1
=102 [12x — 3Sen(4x) — 4Sen3(2x)] + C
c.  Ejercicio ilustrativo 3

Calcular la integral [ Sen*(x) Cos(x)dx

. Solucion

f sen*x cos x dx = f(u)‘* X du

1
u= senx =§u5+(]
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du = cos x dx =—sen’x+C

d.  Ejercicio ilustrativo 4
Calcular la integral [ Cos®(4x) Sen(x)dx

° Solucion

f cos34x sen 4x dx

SHEES

u = cos 4x
1.1,
=—g Xz +C
du = —4sen 4x dx

Y sendxd
-4—SenxX

1
—_ 4
= 16cos (4x)+C

e.  Ejercicio ilustrativo 5

Calcular la integral | coszgdx

° Solucion
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2x

1
fcoszgdx = 5(1 + cos (7» dx
1
= Ef 1+ cosxdx

1 1
= Ef dx + Ef cos(x)dx

1
=§x+senx+C

f Ejercicio ilustrativo 6
Calcular la integral [ Sen?xdx

° Solucion

fsenzx dx = f%(l — cos (2x)) dx

EYPRRY ey
=5 x > cos(2x) dx

= L L X L 2x)+C
= 2x >%5 sen (2x)
= ! ! 2x)+C
=5 x 2 sen (2x)
g Ejercicio ilustrativo 7
Calcular la integral [ Sen3xdx
° Solucion
fSen3x dx =fsen2x senx dx
U= cosx :fl—COSZX senx dx
du = —senx = f(l —u?) (—du)
—du = sen x dx = f —du + f u?du
— 1 3 C
=-u+ §u +
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1
= —cosx + 3 cos®x +C

= gcos3x —cosx+C
h.  Ejercicio ilustrativo 8

Calcular la integral [ Sen?xCosxdx

. Solucion
fsenzx cos x dx = fsenzx cos?x cos x dx
u = senx = fsenzx (1 — sen?x) cos x dx
du = cos x dx :fuz(l—uz)du
= fuzdu—fu“du
1 1
_1.3_25
= 3u Su +C
1 1
L o3y~ com5
—3sen x Ssen x+C
i Ejercicio ilustrativo 9

Calcular la integral [ Cos(4x)Sen(3x)dx

. Solucion
f cos (4x) sen (3x) dx
= f%(cos (4+ 3) — cos (4 —3) dx)
:%fcos 7x — cos x dx
= %(;sen 7x — sen x) +C
Jj. Ejercicio ilustrativo 10

Calcular la integral [ Sen(3y)Cos(5y)dy

° Solucion
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f sen 3y cos 5y dy
1
= fi(sen By +5y) —sen (3 + 5))
1
=Efsen8y—sen2y

= %(écos 8y — %cos Zy) +C
k. Ejercicio ilustrativo 11
Calcular la integral [ Sen?(3t)Cos?(3t)dt

° Solucion

fSenz 3t Cos?3tdt

e
)2
— Cos (6t)

x% (1+ Cos (6t) dt))

= %f(l — Cos?(6t)) dt

1

1
= 2
—4><fdt 4fCos (6t) dt

=t

- %f%@ + Cos(120)) dt

_11,' 1fdt+1f6 12t
“1' 78 g) %

=—t — =t

1
X ESen 12t+C



1 1 1

=Zt - gt + %Sen12t
+C

—1t + 15 12t+C
=3 96°"

. Ejercicio ilustrativo 12
f sin? 3t cos? 3 tdt

Utilizando la identidad de doble angulo:

1+cos2x
2

1—cos 2x
2

sin?x = y cos?x =

Entonces, sustituyendo:

sin?3tcos 3t

(1 —cos6x> (1 +cos6x)
2 2

Multiplicamos los términos:

- 5 1—cos?6x
sin“3tcos“3t=——79090—o—
4

1+c052x'

Ahora usamos la identidad cos? x = .

4 4

1—cosz6x_1< 1+ cos?12x
2

Por lo tanto, la integral queda:
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fl—coletdt
8

La resolvemos término a término:

f%‘“ = éf(l — cos 12t)dt

1 sinl2t
=§<t— >+C

12
t sinl2t
8 96 '€
m.  Ejercicio ilustrativo 13
Calcular la integral [ Scet;sz((zz?) dt
J Solucion
cos 2t

Primero simplificamos la expresion: =cos2t-sin"*2t

sin% 2t

f cos 2t
sin% 2t

dt = [cos2t-sin™*2tdt
Luego hacemos el cambio de variable:
du
sin2t=u=>2c052dt=du=>costht=7
Entonces la integral queda:

1
fCosZt. Sin~42tdt = Ef u*du

Resolvemos la integral
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lf 4y _1fu®
7 )

3 Quitando el cambio se tiene finalmente:

1 _
=—-u
6
- _1...-3
= —;sin 2t+c
Resultado:
f Cos2t gt = 4
Sint2t " T “esind2t ' C
4.3.5. Ejercicios propuestos

Tabla 10. Ejercicios propuestos.

1 J (sen 3t — sen 2t)*dt 6 j(sinz t+ cost)?dt
.5 2
2 [ sin®xcos?xdx 7 j(z — Siny)?dt
3 . 8 cos® 3x
sin® y dy I aX

Vsin 3x

4 f cos* x dx 9 f sin* x dx

5 f sin* z dz
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4.4. Integracion de potencias de la tangente, cotangente, secante y

cosecante

4.4.1. Caso 1

[Tan™(w)du ¢é [ Ctg™(uw)du donde n es un entero positive
Se desarrolla:

Tan™(u)du
= Tan™ 2 (u)
-Tan?(u) Ctg™(u)du
= Ctg™ 2 (u) - Ctg*(u)
Tan™(u)du = Tan™ 2 (u)
- [Sec?(u)
—1] Ctg™(u)du
= Ctg(”‘z) (w)
- [Csc?(u) — 1]

a.  Ejercicio ilustrativo 1
Calcular [ Tan*(x)dx [ Tan*(x)dx = [ Tan?(x) - Tan?(x)dx
= f Tan?(x) - [Sec?(x) — 1]dx

= f[Tanz(x) - Sec?(x)
— Tan?(x)] dx
= f[Tanz(x) - Sec?(x)

— (Sec?(x) — 1] dx
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B f[Tanz(x) - Sec?(x) — Sec?(x)
+1]dx

=fTan2(x) - Sec?(x)dx

— fSecZ(x)dx

Realizamos un cambio de variable, siendo

u=Tan(x) y du= Sec?(x)dx = [u?du —
[ Sec?(x)dx + [ du

1
=§u3 —Tan(x) +x+ C

1
= §Tan3 (x) = Tan(x) + x

+C
b.  Ejercicio ilustrativo 2

Calcular [ Ctg®(x)dx

fCtg3(x)dx =fCtg(x) -Ctg?(x)dx
= f Ctg(x) - [Csc?(x) — 1]

= f[Ctg(x) - Csc?(x)
— Ctg(x)]dx

= f Ctg(x) - Csc?(x)dx

— f Ctg(x)dx
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Realizamos el cambio de variable, siendo u = Ctg(x) y

Csc?(x)dx
= [ —udu — [ Ctg(x)dx
1
- _Euz — Ln|Sec(x)| + C
1
- _ECt‘gz — Ln|Sec(x)| +C
4.4.2. Caso 2

—du =

[Sec*(u)du 6 [ Csc™(u)du donde n es un entero positivo par

Se desarrolla:

jSec”(u)
= Sec™ 2 (y)
-Sec?(u) szc"(u)

= Csc™ 2 (u) - Csc?(u)

n-2

fSec”(u) = [Tan?(u) + 1] :
-Sec?(u) szc"(u)

n-2

= [Ctg?(u) + 1] 2 - Csc?(u)

a.  Ejercicio ilustrativo 1

Calcular [ Sec*(2x)dx

fSec“(Zx)dx = fSecz(Zx) -Sec?(2x)dx
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- f Sec?(2x)
[Tan?(2x) + 1] dx

:l[[Tan?(Zx)-SeCZ(Zx)
+ Sec?(2x)] dx

:fTanz(Zx) - Sec?(2x)dx

+fSecZ(2x)dx
Realizamos el cambio de variable siendo u = Tan(2x) vy d7u=
Sec?(2x)dx
_j 2du_l_ du
B R 2
- f 2 +2 f d
=5 | wdu+s | du
—luidsu+c
et T2t
1
=—Tan3(2x)
6
1
+ ETan(Zx) +C
b.  Ejercicio ilustrativo 2
6 (%
Calcular [ Csc (3) dx



= (e G200 )+1)
o G

= [l (es()
acur () ese ()
+ Cse? (3)] dx

= f Ctg* (g) Csc? (g) dx
+ f 2Ctg? (g) Csc? (g) dx
+ j Csc? (g) dx
Realizamos el cambio de variable, siendo u = Ctg (;—C) y —3du=

Csc? (g) dx

= —3Ju4du
—6ju2Csc2du—31du
3

6
= —— 5 _—y3 —
5u 3u 3u+C

= —2ceg® (3)-2cee ()

—3Ctg (g) +C
4.4.3. Caso 3

[Sec*(w)du 6 [ Csc™(u)du donde n es un entero positivo impar

+

En este caso se usa la Integracion por partes.
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a.  Ejercicio ilustrativo 1
Calcular [ Sec®(x)dx
Tomando en cuenta la regla LIA(T)E se hace:

u = Sec(x) dv = fSecZ(x)dx

du = Sec(x) - Tan(x)dx v =Tan(x)

Sustituyendo en la formula de integracion por partes se tiene:

jSec3(x)dx
= Sec(x) - Tan(x)
- jTan(x) - Sec(x)
-Tan(x)dx
JSec3(x)dx
= Sec(x) - Tan(x)

- JTanZ(x) - Sec(x)dx

Cambiando la Secx por su identidad trigonométrica

fSec3(x)dx

= Sec(x) - Tan(x)

— f(Secz(x) —1) - Sec(x)dx
fSec3(x)dx

= Sec(x) - Tan(x)

—fSec3(x)dx—fSec(x)dx
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fSec3(x)dx
= Sec(x) - Tan(x)
—fSec3(x)dx
— Ln|Sec(x) + Tan(x)| + C
fSec3(x)dx+fSec3(x)dx

= Sec(x) - Tan(x)
— Ln|Sec(x) + Tan(x)| + C

2 f Sec?(x)dx

= Sec(x) - Tan(x)
— Ln|Sec(x) + Tan(x)| + C
[ Sec®(x)dx = % [Sec(x) - Tan(x) — Ln|Sec(x) + Tan(x)| + C]

b.  Ejercicio ilustrativo 2
Calcular [ Csc®(x)dx

Tomando en cuenta la regla LIA(T)E se hace:

u = Csc3(x) dv = Csc?(x)dx
du = —3Csc?(x) - Csc(x)
- Ctg(x)dx fdv = szcz(x)dx
du = —3Csc3(x) - Ctg(x)dx v =—Ctg(x)

Sustituyendo en la férmula de integracion por partes se obtiene

[ Csc>(x)dx = —Ctg(x)Csc3(x) — 3 [ (isc3(x) : Ctg(x)dx)

|
A
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Resolviendo aquella integral queda

11 = [Csc3(x) - Ctg?(x)dx

f Csc3(x) - (Csc?(x) — 1) dx

f(CscS(x) — Csc3(x)) dx

szcS(x)dx— ' Csc3(x)dfc

B

Observe que la primera integral es nuestra integral original y la 12 se
resuelve por este mismo caso i.e. por integracion por partes con el

siguiente cambio de variable.

u = Csc(x) dv = Csc?(x)dx
du = —Csc(x) - Ctg(x)dx fdv = f Csc?(x)dx

v=—Ctg(x)
Por lo tanto, 12 quedara como
j Csc3(x)dx

= —Csc(x) - Ctg(x)

- f Csc(x) - Ctg?(x)dx

= —Csc(x) - Ctg(x)
—szc(x)

- (Csc?(x) — 1) dx
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= —Csc(x) - Ctg(x)

- f Csc?(x)dx
+ f Csc(x)dx

f Csc?(x)dx + f Csc?(x)dx = — Csc(x)
Ctg(x) + f Csc(x)dx

2]Csc3(x)dx = — Csc(x)

- Ctg(x)
+ Ln|Csc(x) — Ctg(x)|
stc3(x)dx

=% [—Csc(x) - Ctg(x)

+ Ln|Csc(x) — Ctg(x)|]
Al sustituir esta integral en I1 en la expresion B se obtiene:

1 =stc5 (x)dx

— % [—Csc(x) - Ctg(x)

+ Ln|Csc(x) — Ctg(x)|]

Sustituyendo I1 en la expresion A obtenemos:

f Csc®(x)d x
= —Ctg(x)Csc3(x)

- 3f Csc3(x) - Ctg?(x)dx
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J Csc®(x)d x

= —Ctg(x)Csc®(x)
-3 U Csc5(x)d x
1
—E[—Csc(x) - Ctg(x)
+ Ln|Csc(x) — Ctg(x)l]]
szcs(x)dx
= —Ctg(x)Csc3(x)
3
- 3[ Csc5(xX)dx — ECSC(X)

- Ctg(x)

+ %LnICsc(x) —Ctg(x)|
szcs(x)dx+3fCSCS(x)dx
= —Ctg(x)Csc3(x) — %CSC(X)

- Ctg(x)

+ %Lnlec(x) = Ctg(x)|
4f Csc5(x)d x
= —Ctg(x)Csc3(x) — ;CSC(?C)

- Ctg(x)

+ ;Ln|Csc(x) = Ctg(x)|
szcS(x)dx

— 1 3

= Z[—Ctg(x)CSC )

- ;Csc(x) - Ctg(x)

+ ;Lnlec(x) - Ctg(x)l]
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J Csc®(x)d x

1
= g[—2Ctg(x)Csc? (x)

—3Csc(x) - Ctg(x)
+ 3Ln|Csc(x) — Ctg(x)|]

4.4.4. Caso 4

[Tan™(u) - Sec™(w)du 6 [ Ctg™(u) - Csc™(uw)du donde n es

un entero positivo par.
Se desarrolla:
Sec™(u) = Sec™ ?(u) - Sec?(w)

Csc™(u) = Csc™2(u) - Csc?(u)
Sec™(u) = Sec™ %(u) - [1 + Tan?(u)]

Csc™(u) = Csc™2(w) - [1 + Ctg?(uw)]

a. Ejercicio ilustrativo 1

Calcular [ Tan*(x)Sec*(x)dx

j Tan*(x)Sec*(x)dx

= fTan‘*(x) -Sec?(x) - Sec?(x)dx

= fTan‘*(x) - (Tan?(x) + 1) - Sec?(x)dx

Realizamos el cambio de variable, siendo u =Tan(x) y du=

Sec?dx

101



=fu4-(u2+1)-du

=f(u6+u4)-du

=fu6du+fu4du

1 1
=;u7+§u5+C

1 1
= ;Tan7(x) + gTanS(x) +C

b. Ejercicio ilustrativo 2

Calcular [ Ctg®(x)Csc®(x)dx
thgs(x)Csc6(x)dx

= J Ctg®(x) - (Cscz(x))2 - Csc?(x)dx
= J Ctg®(x) - (Ctg?(x) + 1) - Csc?(x)dx
Realizamos el cambio de variable, siendo u = Ctg(x)
Csc?(x)dx
=—fu5-(u2+1)2-du

= f(ug +2u” +u®) du

=fu9du+f2u7du+fu5du

1 1 1
=y 84 Zyb+C
10u +4u+6u+

= iCtglo(x) +1Ctg8(x) +1Ctg6(x) +C
10 4 6
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4.4.5. Caso 5

f Tg™(u).Sec™(uw)du 6 f Ctg™(u).Csc™(w)du {onde n es un
entero positivo impar

a.  Ejercicio ilustrativo 1
Caleular J Ctg®(%). Cse(x)dx
[ Ctg®(x).Csc®(x)dx= [ Ctg*(x).Csc*(x). Ctg(x). Cse(x)dx
— [ [Csc?(x) —1])%.Csc*(x). Ctg(x). Csc(x)dx
_ [ [Csc*(x) — 2Csc?(x) +1]. Csc*(x).Ctg(x). Csc(x)dx

Sea

v = Csc(x) - dv =— Csc(x). Ctg(x)dx - —dv = Ctg(x).Csc(x)dx
- J*—=2v*+1).v i (—dv)
_ —fJ@®—2v® +vh).dv
_ — [Pdv+2 [védv — [vidv
L9 2oy 4
_ Ttk P v +c
1 9 2 7 1 5
_—5Csc (x) +=Csc (%) —2Csc (x)+c
b.  Ejercicio ilustrativo 2

Calcular J Tg°(x).Sec” (x)dx
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[Tg®(x).Sec’ (X)dx= [ Tg*(x).Sec®(x).Tg(x).Sec(x)dx
_ [[Sec*(x) — 1]% Sec®(x). Tg(x).Sec(x)dx
_ J[Sec*(x) —2Sec®(x) +1].Sec®(x). Tg(x). Sec(x)dx
Sea 0= Sec(x) - df = Sec(x).Tg(x)dx
_ [(6*—262+1).65.d6
_ [ (810 — 268 + 65).d6
_ [61%d46 — 2 [6°%d6 + [ 65d6
1

_ 01 —26° 4207 +c

_ ﬁSecm(x) —%Secg(x) + %Secj(x) +c
4.4.6. Caso 6

JTg™(w)Sec*(w)du 6 [ Ctg™ (W)Csc®(W)du donde m es un
entero positivo par y n es un entero positivo impar. El integrando se

puede expresar en términos de potencias impares de la secante o la

cosecante y luego se aplica integracion por partes como en el Caso 3.
a.  Ejercicio ilustrativo 1
Calcular) Tg%(x). Sec®(x)dx

[ Tg%(x).Sec®(x)dx
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- [ Tg?(x).Sec®(x)dx
_ [[Sec?(x) — 1].Sec?(x)dx
— J[Sec>(x) — Sec (x)] dx

_ [Sec*(x)dx— [ Sec®(x)dx (4)
| | L 1 |
I1 12

12 fue resuelta en el ejemplo ilustrativo 1 del caso 3 y cuyo resultado es:

[ sec®(x)dx :é[Sec(x). Tg(x) — Ln|Sec(x) + Tg(x)|] (B)

Debemos resolver ahora I1 J Sec>(x)dx la que se resuelve por

integracion por partes Tomando en cuenta la regla LIA(T)E se hace
u = Sec®(x) dv = Sec®(x) dx
du = 3Sec?(x).Sec(x). Tg(x)dx [dv=[Sec®(x)dx
du = 3Sec®(x), Tg(x)dx v = Tg(x)
Sustituyendo en la formula de integracion por partes se tiene:

[ Sec®(x)dx = Tg(x).Sec3(x) — 3 [ Tg?(x)Sec?(x)dx (c)

Resolviendo f ng(x)S ec3(x)dx
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[ Tg?(x)Secd (x)dx = [ (Se(x) — 1). Sec (x)dx
[Tg*(x)Sec’(x)dx = [ [Secs(x) — Sec3(x)]dx

[Tg?(x)Sec®(x)dx = [ Sec®(x)dx — [ Sec®(x)dx (D)

Sustituyendo (D) en (C) tenemos

[.S‘ecs(x)dx =Tg(x).Sec®(x) — 3 ([Secs(x)dx — [Sec%x)dx)
[ Sec®(x)dx = Tg(x).Sec®(x) — 3 [ Sec®(x)dx + 3 [ Sec® (x)dx
4 [ Sec®(x) dx = Tg(x).Sec®*(x) + 3 [ Sec®(x)dx

[ Sec®(x)dx = %(Tg(x). sec3(x) +3 fSec3(x)dx) (E)

Sustituyendo (B) en (E) tenemos

[ Sec®(x)dx = %(Tg(x).Sec3(x) + %[Sec(x).Tg(x) — Ln|Sec(x) + Tg(x)l])
(F)

Seguidamente ya para concluir sustituimos (B) y (F) en (A)

%(Tg(x). Sec(x) +§[Sec(x). Tg(x) — Ln|Sec(x) +

Tg()])
[ Tg?(x).Sec®(x)dx_

= S[Sec(x).Tg(x) — LnlSec(x) + Tg(x)l]
%Tg(x). Sec3(x) -I-%Sec(x). Tg(x) —-:-LnlSeC(x) + Tg(x)| —

%Sec(x). Tg(x) +%Ln|5ec(x) +Tg(x)|

_ %Tg(x).Sec3(x) —%Sec(x). Tg(x) +%Ln|Sec(x) +Tg(x)|+ ¢
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_ %[2. Tg(x).Sec®(x) — Sec(x).Tg(x) + Ln|Sec(x) + Tg(x)|] + ¢

b.  Ejercicio ilustrativo 2

Calcular J Ctg?(x). Csc(x)dx
ngz(x).Se@(x)dx

%[2.Tg(x).$ec3(x) —Sec(x).Tg(x) + Ln|Sec(x) + Tg(x)|] + ¢

[Ctg?(x).Csc(x)dx = [[Csc*(x) —1].Cse(x)dx

— JCsA(x)dx — [ Cse(x)dx

J

I I
11 12

12 es una integral directa definida en el formulario de integrales como

la

numero 25 por lo cual nuestra integral original quedara como sigue =

%[—Csc(x).Ctg(x) + Ln|Csc(x) — Ctg(x)|] — Ln|Csc(x) — Ctg(x)| _

—%Csc(x). Ctg(x) + %Lnlec(x) — Ctg(x)| — Ln|Csc(x) — Ctg(x)|

_ —3Csc(x). Ctg(x) —3Ln|Csc(x) — Ctg(x)| +¢
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c.  Ejercicio ilustrativo 3

1

¢ Sec’x l- s

dx = =

J Fanix 4 Sentx
Cos™ x
Sustituimos por entiedad trigonametrios

[ Cos®x
Y Costx Sentx
|- Cax

Sentx
1 = Senx = I Cosx x Sen™ x dx
du = Cosx ax = J. Senx Cosx dx
Cambio de variable
Sea Senx —w = Cosx dx = du
= J'u"1 e

-3
u

-3

= i;‘31!3:*1_5‘ +
3

= —éSeﬂ.S’x +

d. Ejercicio ilustrativo 4

J‘Senzw 4
Cos*w w

dw

J‘ 1 — Cos*w
Cos*

Sustituimos por identidad trigonométrica

f 1w Cos?*w
Cos*w Cos*w
1

= fS€C4W —mdw

= fSeC4W—SeC2WdW
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Se cambia el Sec*wpor caso 1 de potencia de la Sec y se separan las

integrales por regla 2
= [ Sec?w(Tan?w + 1)dw — [ Sec?*wdw

Realizamos cambio de variables donde u = Tanw y du = Sec?wdw

=fdu(u2+1)—fdu

=fu2du+fdu—jdu

u3
=?+u—u+C

Regresamos el cambio de variable

1
= §Tan3w + Tanw — Tanw + C

1
= §Tan4w +C

e.  Ejercicio ilustrativo 5

f Tan3zSec5/3dz

3/2
= fTanzzSec TanzSecz

Se aplica caso 5 de las potencias, donde se le resta 1 a cada exponente y

se utiliza identidad trigonométrica

= [(Sec?z — 1)Sec3/?z - TanzSecz dz
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Se realiza un cambio de variable donde u = Secz y du = SeczTanzdz

= f(u2 — Dud%du

= fu”zdu—fu?’/zdu

2 2
=§u9/2—§u5/2+C

Regresamos el cambio de variable

= %Secg/zz — éSecs/zz +C

f Ejercicio ilustrativo 6
f Tan®xSec*xdx

= f Tan®xSec?xSec?xdx

Se aplica caso 4 de las potencias, donde se le resta 2 al exponente y en

el residuo se utiliza identidad trigonométrica
= [ Tan®x(Tan%x + 1)Sec?xdx

Se realiza cambio de variable donde u = Tanx y @ du = Sec?xdx

= fu6(u2 + 1)du

= fugdu +fu6du

1 1
=6u9+7u7+C
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Regresamos el cambio de variable

= 1Tangx + 1Tcm7x +C
9 7
g Ejercicio ilustrativo 7

| tan? (5:x)dx
Paso 1: Usamos la identidad trigonométrica:

tan* (x) = sec’(x) =1
Entonces reescribimos de la integral de la siguiente manera:
[ tan?(3x)dx [(sec® (5x)—1)ax

Paso 2: Resolver cada parte por separado.

Primero resolvemos:

[se02 {55)dx

[sec2 {x)dx

Sabemos que la integral de - es tan(=) , por lo tanto:

[se02 {(5x)dx = %tan(ﬁx}

Ahora, resolvemos la integral de 1:

[lcix:.x
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Paso 3: Combinamos los resultados.

Entonces, la integral completa sera:
3 1
[(sec {(5x)—1)dx = % tan(5x)—x+c¢

h.  Ejercicio ilustrativo 8

Paso 1: Sustitucion adecuada

Hacemos la sustitucion

FS

Asi que:

du=Lax
4
Esto nos lleva a reescribir la integral de la siguiente manera:
[sec4 (41,5)1- 1551,;
. IR |
Paso 2: Devolvemos el cambio

_4 4)_ x
3cot(3x ) 4cot[4]+c
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4, .3% x
—3Cot4 4Cot4+C

4.4.7.  Ejercicios propuestos
Tabla 11. Ejercicios propuestos.
Integrales Respuesta
NO
1 1
| f Cot32xCsc2xdx ECSCZX - ngc32x +C
1
5 fCot3t oooooodt —ECotZ t—Ln|Sent|+C
szc“f—’xdx —iC t3f—4C t£+C
3 4° 3 0ty
1
4 JSec‘*xdx o §Tan3x +Tan x+ C
Cos*y 1.
5 fSen‘*ydy:) —5Cot y+C
2 1
6 (Tan2x + Cot2x ) @% dx 3 (Tan2x — Cot2x) + C
1
7 (Cot?2x + Cot*2x)dx —gC0t32x+C
2Secw — 1 . 2Secw — Tanw + C
———dw=s
8 Cos?w
dx 1 1
f—:’ Tan2x +=Tan32x —=Cot2x + C
9 Sec2 2xCos*2x 6 2
fCot23szc4 2 3xdx —1C0t33x—iCot53x+C
10 9 15
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1
T f & Tan*(€*)dx §Tan38x —Tane* +€* +C

1 1
f Tan®3xdx —Tan*3x — gTan2 3x

12 12

1
+ §Ln|Sec3x| +C

13 ITClﬁ(LI’M)Seg(L}’M)d)‘ %Tan‘*Sx(Lnlxl) + %Tanﬁ(Lnle)
X

1
+§Tan8(Ln|x|)

+C
fTan63xdx 1T 53 1T 23 +1T 3
14 15anx9anx3anx
—x+C
JC 3xd 1C C 1L |C C |
15 sclxdx _E scx otx+2 n|Cscx — Cotx
+ C
3
Sen/ax ETans/zx + ETang/zx +C
16 11 dx 5 9
Cos /2x

4.5. Integracion por sustitucion trigonométrica

Se usa para resolver integrales con expresiones que contienen

Vaz —u?,Va? —u?,Va? —u?

a’ —u?,a? + u?,u? — a?, el momento mas corto para integrar dichas
expresiones es efectuar un cambio de variable trigonométrico como se

indica a continuacion.
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Parava? — u?se hace u = aSenfpara lo que Vva? — u? = aCosf

Para a? — u? se hace u = aSen@para lo que a? —u? = aCosf

Para Va2 + u2se hace u = a tgfpara lo que Va? + u? = a Sec6
Para a®? — u? se hace u = a tgf paralo que a? —u? = aCos6
Para Va2 + u2se hace u = a tg6 para lo que Va2 + u? = a Sec@
Para a? — u? se hace u = aSec paralo que a? —u? = aCos6
4.5.1.  Ejercicios ilustrativos

a.  Ejercicio ilustrativo 1

dx

x2—q2

Calcular [

Seax =aSec(f) = dx = aSec(6)Tan(0) do

Como x = aSec(8) = x? = a? sec?(0):

f dx _faSec(O)Tan(G)do
Vx-a? ) JaZsecZ(6)-a?

_ [ aSec(8)Tan(8)do
- Ja?(sec?(0) — a?

_ f asec(8)Tan(6)do

Ja? Tan?(6)
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_ [asec(8)Tan(6)do
_f aTan?(0)

= fSec(Q)d@

Ln|sec(0) + tan(6)| + C

Para volver a la variable inicial trabajamos con nuestro cambio de

variable.

h* = (Co)" +(Ca)’
Co % =(Co) +&

ICo = )% - &

Figura 5. Teorema de Pitagoras.

Tan(§) = “—% y como sec(§) =

Asi nuestra integral original quedara como:

= Ln|sec(0) + tan(9)|

x Vx%+4a?
slnfgr—g | *¢
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=Ln

Vx2 + a?
a

x + +C

= Ln|x +x% + a2| — Lnla|l +C

= Ln|x +Vx? + a2| + k donde k = —Lnla| + C

f%=Ln|x+\/x2+a2|+k
x?—a

b.  Ejemplo ilustrativo 2

8dx
4x2+1

Calcular [

dz .
Observamos que 2x =z = 2dx =dz = dx = 72 asi nuestra integral

original queda:

f 8dx _ f 8dx
4x2+1 (2x)2+12

dx
8%

= f 22412

4 J‘ dz
) 22+12
Haciendo el camino de variable

z=Tg(B) = dz = sec*(B) dp

_ [ sec*(B)dp
B 4f Tg2(B) + 1
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B sec?(B)dp
=4 Sec2(B)?

= 4dp
=48+ C

Para resolver a la variable inicial trabajamos con nuestro cambio de

variable.

TgB)=z=p=Tg '(2)

Y como z = 2xentonces
B =T;'(2x)

Asi nuestra integral original quedara como:

f 8AX  _ arg12x) 4 C
a1 T (2x)

c.  Ejercicio ilustrativo 3

V3

—x2
—dx

Calcular [

Se hace x = \/3sen(a) = dx = V3 cos(a)dx

Como x = v3sen(a) = x? = 3sen?(a)

118



fm

- dx
xZ

_ [+/3—3sen?(a) - /3 cos(a)da
B 3sen(a)

B f\/3(1 — sen?(a) - /3 cos(a)da

3sen?(a)

_ f\@ . J(d —sen?()) - \/3 cos(a)da

3sen?(a)

B \/§-\/c052(a)-\/3 cos 2 (a)da

3sen?(a)

B V3 -V/3\/cos?2(a)da

3sen?(a)

_ f (v/3)?% - cos(a) - cos(a)da

3sen?(a)

_ J‘ cos?(a) -da

sen?(a)
= f Ctg?(a) - da
= f(cscz(a) —1)-da

=fcsc2(a)-da—fda

=—(Ctg(a)—a+C
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Para resolver a la variable inicial trabajamos con nuestro cambio de

variable

Co=x

Tlustracion 6. Triangulo equildtero

h* = (Co)? + (Ca)?
(V3)? = (%)% + Ca?
Ca=+3—x2

a V3-x2 x

c
€os =7~ = — =y como sen(a) = NG
cos
Ctg(a)
3-x2 1
sen—L—\3—x2 =
5 V3

Asi nuestra integral original quedara como:

=—ctg—(a)+C

_ V3—x? X

=—— —sen (ﬁ)+c
=f 3x—2x2.d = —sen‘l(%)+(]
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d.  Ejercicio ilustrativo 4

f dx
x2\V4 — x2

Paso 1: Sustitucion trigonométrica

Para una integral de la forma propuesta, podemos utilizar una sustitucion
trigonométrica para simplificar la raiz cuadrada en el denominador. En

este caso a=2 por lo que podemos hacer el cambio de variable:

x = 2senf

Entonces,dx = 2cos 8 ,d6

Usando la sustitucidon tenemos:

V4 —x2 = /4 — 4sen?6 = 2 cos O
Y también:
x? = (2senf)? = 4sen?0

Paso 2: Sustituye en la integral.

f dx _ J‘ 2cos0do
x24 — x2 ) 4sen?6-2cos 6
Simplificado:

1 1 5
f4sen29:chsc 0do

Paso 3: Integrar
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e.

1f 20do = ! to+C
7| ese =—gco

Paso 4: Regresar la variable original

V4 — x2
cotl =

X
Por lo tanto:
1
L oto = (4_x2)2+c
407 = 4x

x = 2tg0

Ejercicio ilustrativo 5

j’ dx _1j' 2sec’0do
wxi+4 2)2tan6-2sech

xVx? + 4 = 2senf dx = 2sec?*6do

1 6
=3 | s

cos 0
1 cos 0
- Ef cos 0 senf do
1 1
Ef senf do

ELnIcscG —cotB|+C

1L| | +c
==ILn
2 Wxz+4
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Csc¥= x’;E Ctg & =2/x
o Se aplica el método de sustitucion trigonométrica del caso 2
o Se realiza la simplificacion y se pone el /2 adelante aplicando la
regla #2
. Se resuelve la identidad trigonométrica
. Se soluciona con extremos por extremos y medios con medios
. Se simplifica los Cosenos

. Se integra la Identidad trigonométrica

f Ejercicio ilustrativo 6
dx
| =
Paso 1:

Usamos la sustitucion trigonométrica x = 5sin 0, por lo que dx =
5cos@,db

Paso 2: Sustituyendo en la integral tenemos:
J‘ 5cos6do
5sin 8/25 — (5 sin §)2

_j‘ cos @ 20
"~ ) sin@ *5cos6

—1f 1 de—lf do
~5)sine® T5) ¢

g Ejercicio ilustrativo 7
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f sec? x dx

(4 — tan? x)3/2

Paso 1:

Observamos que la integral contiene una funcién en términos de tan x
, por lo que usaremos la sustitucion u = tan x. Entonces,du =

sec? x,dx

Paso 2:

Sustituyendo, la integral se convierte en:

f du

(4-u2)’/2

Sustituyendo nuevamente, obtenemos:
2cos B do
j (4 — 4sin2 )/
2cos6do 2cos@
f (4 cos? 0)°/2 - f 8cos3 6

—f 1 d9—1f 20de
" ) 4cos?6 T4 Sec

1
= Ztan 0+c
h. Ejercicio ilustrativo 8
dx
| =
Paso 1:

Usamos la sustitucion trigonométrica, x = a sec 8 de modo que. dx =
asecftanf do
Paso 2:
Sustituyendo en la integral, obtenemos:
asecftanf do
\/(a sec )2 — a?
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VaZsec? 6 —a? = \/a?(sec20 — 1) = Va?tan? 0 = atanf
asecOtan 6 do

\/(a sec8)? — a?

=In|sec6 + tan 6| + ¢

=fsec0d9

x x2
=In|-+ |5+1|+c
a a

=ln|x+m|+c

i Ejercicio ilustrativo 9

f xdx
Vat+x2?
Paso 1:

Usamos la sustitucion u = 4 + x2. Entonces, du = 2xdx o bien,

d . .
dx = %Sustltuyendo en la integral, tenemos:

xdx du 1 1
.l- 2 TZEJ.U /Zdu
4+ x =

1
=§-2u1/2=\/ﬂ+C

vi+x2+C
4.5.2.  Ejercicios propuestos

Tabla 12. Ejercicios propuestos.

N° Integral Respuesta
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—xz dx larctanf - _* +C
(x%2 +4)? 4 2 2(x?2+4)
f dx ! 26+ C
—_— —arcsen 2x
N 2
f dx Ln|x+2+\/4x+x2|+C
Vidx + x2
dx x+2
f _x e
(5 — 4x — x2)2 9V5 — 4x — x2
e* dx —(e*+4)
f 3 e2x x +C
(€2x+8€x+7)2 Ove + 8eX + 7

d
f (4x2 i 9)%

1 1
—ax(4x2 —-9)z2+C

J dx
xva? + x?

a

X
N

a+va? + x?




CAPITULO V

5  CALCULO DEL AREA ENTRE UNA, DOS Y TRES
CURVAS

El célculo del area entre curvas es una aplicacion fundamental del
calculo integral que permite cuantificar la region comprendida entre dos
funciones en un intervalo determinado. Para determinar esta area, es
necesario identificar las funciones que delimitan la region, establecer los
puntos de interseccion y calcular la integral definida de la diferencia
entre la funcion superior y la inferior. Este enfoque es clave para

resolver problemas geométricos y modelar situaciones del mundo real.

Cuando trabajamos con dos curvas, f(x) y g(x), donde f(x)>g(x)f(x) en
un intervalo [a, b], el area entre ellas se calcula mediante la integral

definida:

b
A= f F () — gdldx

Este concepto se extiende a casos mas complejos, como regiones donde
las curvas se cruzan, lo que requiere dividir el intervalo de integracion
segun los puntos de interseccion y considerar la funcion superior en cada

subintervalo.

Ademas de las curvas en el plano cartesiano, este método puede
aplicarse en coordenadas polares y en otros sistemas, permitiendo
analizar regiones mas complejas, como areas delimitadas por curvas no
rectilineas. Estas técnicas amplian el alcance del célculo integral para

abordar problemas multidimensionales en geometria y fisica.
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En la agroindustria, calcular areas entre curvas tiene aplicaciones
practicas como la estimacion de volimenes de produccién agricola o
reservas de agua. Por ejemplo, al modelar curvas de crecimiento de
cultivos y consumo de recursos, se puede determinar la diferencia entre
la oferta y la demanda de agua en un periodo. También se usa para
evaluar terrenos no planos, optimizando siembras y mejorando la

gestion de recursos naturales.

- jab[f(x) - g(x)]dx y

f(x)-g(x) IE
f(x)

1%

Figura 7. Representacion del drea entre curvas.

n
A= Z Ayl Axi
i=1

[f Ge) — g (x)] Ax;

I
NgE

~
1l
[y

A= lzrgt [f (x) — g(x;)] Ax;

i

Entonces; como formulas finales quedarian:

Cuando y=f(x)
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b
4= f [F () — gGdldx

a

Cuando x=f(y)

d
A=flf@0—g@JMy

5.1. Ejercicios ilustrativos
a. Ejercicio ilustrativo 1

Calcular el 4rea entre las curvas y = x2 4+ 2x+1 Ay =3x + 3

o PASON’1
. Buscar primero el vértice de la parabola con la siguiente
ecuacion x = — 2% (eje de simetria).
. Evaluar primero en la curva (parabola).
. Ejercicio de la forma ax? + bx + ¢
B 2
T
2
T3
x=-1
. Hallar el vértice evaluando el nimero (evaluando x en la

funcion) y = x2 +2x + 1

y=x*+2x+1
y=(1)*+2(-1)+1
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y=0
V(-1,0)

o PASON°2
o Buscar la intercepcion de las dos graficas, y para ello se resuelve

en un sistema de ecuaciones.

y=x%+2xp1
y=3x+
. Método de igualacion.

x2—2x+1=3x+2
x24+2x—-3x+1-3=0

x2—x-2=0
° Factorizar

(x—2)(x+1)=0 x—2=0
x=2 x+1=0

x=-1

. Evaluar x en la ecuacion mas sencilla, en este caso en y =

3x+ 3

y=3x+3
y=3(2)+3
y=9
(2,9

y=3x+3
y=3(-1)+3
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«(-1,0)
o PASON°3
o Construir la grafica.
o Primero, se debe empezar la grafica de acuerdo con los puntos
del vértice.
J Segundo, graficar la recta y la parabola.

Figura 8. Gridfica de la pardbola con una recta.

° Tercero, hallar el area de las curvas con su formula.

b
A= [ 1w - gwlax
a
o Se sustituye los valores en la formula antes mencionada.

2
Azf [3x +3 —x2—2x —1]dx
-1
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2
Azf [—x? +x + 2] dx
-1

o Integrar regla 3, 2 y 1 (directo)

2

A x + X + 2
=——=+—=+2x
3 2
-1
. Evaluar (primero limite superior menos el limite inferior).
23 22 (_1)3 (_1)2
A=-T o +2@) + - 2(-)
A=
=su

b. Ejercicio ilustrativo 2

Calcular el area entre las curvas y =x3+3x% +2x A y=2x%+

4x
) Solucion

Primero, hacer los calculos respectivos para poder calcular

Yy=x>+3+2x

S

O0=x>+3x> +2x
x2 4+3x+2)=0}
x—I—ZXx—i—l =0

x=2 x=
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(0.0)

ler punto
2do puanto (~2.0)
3er punio (-10)

Figura 9. Puntos representativos.

Eje de Simetria

y =2x%+4x
-b
¥~ 2a
—4
T2
x=-1

Evaluar en la ecuacion el valor obtenido:

y = 2(-1)2 +4(-1)
y=2-—-4
y=-2

Entonces, el punto obtenido seria: v = (—1,—2)
Formar el sistema de ecuaciones para hallar las intersecciones

{y=x3+3x2+2x
y = 2x?%+ 4x

igualar,  x3+4+3x%+4 2x =2x%+ 4y
x3+3x2—2x24+2x—4=0
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x34+x2-2x=0
x(x?+x—-2)=0
x+2)x—1)=0

x=-2 x=1

Puntos de interseccion

Graficar:

Figura 10. Grdfica de la interseccion de las funciones

Segundo paso, una vez identificada la grafica, procedemos a calcular

su area mediante la formula:
b
A= [ 1) - gGplax
a
Reemplazamos datos y resolvemos

0
A= f (x3 + x? — 2x)dx
-2
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A=y
1Ty T3
-2
2)* 2)3
A1=0—[( L )_(z)l
A1=§ A2=f0(—x3—x2+2x)dy
—x% 3 1
Ay =————+ x?
2 4 3+x
0
A ! 1+1 0
27 4 3
5
Az—E
A=A +4
A= 8 5
3 12
A= 372
"
C. Ejercicio ilustrativo 3
Calcular el drea entre las curvas y = —x?2+4x—6 A y=—-2x+
1
. Solucion

Primer paso, realizar la grafica mediante los métodos ya aprendidos
y=—x*+4x—6

_—b
" 2a
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~22)

evaluar; y=—-02)2+42)-6
y=-2

Realizamos en sistema de ecuaciones para hallar las intersecciones:

_ .2 _
{y— x“+4x—6 igualar; —x*+4x—6=-2x+1

y=-2x+1
—x%+4x+2x—6—-1=0
(-)—x24+6x—-7=0
x2—6x+7=0

Aplicamos férmula general porque no es posible resolverla por medio

de factorizacion.

__ —b+Vb?—4ac

2a

X

__~(c6) + /(67 — 4D

2(1)
6 + /36 — 68
=T
o =68 _6-\8
2 2
x =44 x, =158
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Puntos de Interseccion

4478
4622
evaluar; y, = —-2(44)+1
Y1 = _78
yz = _2,2
Graficar:

Figura 11. Grdfica de las intersecciones de las funciones

Segundo paso, una vez identificada la grafica, procedemos a calcular su

area mediante la formula:
b
A= [ 1) - gGplax
a
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Reemplazamos datos y resolvemos

4,4
A= f [—x? + 6x — 7]dx
1,6

—x3  6x? o
P 7x]
3 2 16
_(1'6)3 6(1l6)2
A= —-7(1
S+ - 7(16)
(4,4)3 . 6(4,4)%2
3 2
- 7(4,4)]
A = 3,8u?

5.2. Integrales que contienen ax? + bx + ¢ (Complementacion de

cuadrados)
5.2.1. Complementacion de cuadrado

El procedimiento de completar el cuadrado, también Ilamado
complementacion de cuadrados es un recurso de algebra elemental para
convertir la expresion de un trinomio de segundo grado, desde su forma

ordinaria ax? + bx + c.

. Ejemplos

b\? b\?
oesen(erd) -3
X“+bx+c (x+2>+ >
x®?—6x+2

. _6 2 _ 2
Formulal.—(x 2) +2-(3)

=(x-3)2+2-9
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=(x-3)*-7

243 1—( +3)2 -2
x x =[x > 2
__( +_3)2 13
—\*T2) 7%
2 2 b c
Formula 2: ax +bx+c=a(x +Z+Z)
_ b\? c b \2
cona # 1 —a|(x+z) +Z+(Z)
3x2+6x—7 :3(x2+éx_Z)
3 3

7
=3kx+ﬂ2—§—4

10
=3|(x+1)2——

3
=3(x+1)%?-10

5.2.2.  Complementacion de cuadrado con integrales

La complementacion de cuadrados se utiliza para completar integrales

cuando el integrando no se puede integrar de manera directa.

. Ejemplo
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a.

5 dx
u=x+: =[—
2
_ dx
2_2 du
=5 ==
V33 1 |u—a
a=— =—In|—
2 a2 u+a
_ V33
) =
e s
9 2
5 33
1, Xt o e
= n
V33 |y 45403
2 2
1 x+5_;/§
:an +5+;/ﬁ +C
Ejercicios ilustrativos
7]‘ dx _f (1 —-x)dx
J8+2x+x? ) V=xZ 1 2x +8
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f (1—x)dx
—1(x2+2x-8)
La expresion en denominador es 8 + 2x + x2, generalmente se organiza
la forma cuadratica en la forma estandar ax? + b + C, con los términos
en orden de grado desde el més alto hasta el mas bajo.
Luego, factorizamos el signo negativo fuera de los términos que
involucran a x, asi, ponemos un paréntesis alrededor de la expresion

cuadratica.

_j (1—2x)dx

) A -D2—8-1]
j (1—x)dx
V-1l(x— 12 -9]

_f (1—2x)dx
) fo—(x—1)2

Identificar el término cuadratico y el término lineal, la expresion que

tenemos es 8 + 2x + x?2, el término cuadrético es x? y el término lineal
es —2x. Tomar el coeficiente del término lineal, observamos que el
coeficiente del término x es -2, dividir el coeficiente del término lineal
entre 2, para completar el cuadrado, tomamos el coeficiente de x (que es
-2) y lo dividimos entre 2, este valor sale a -1, agregar y restar este valor
en la expresion para que no cambie el valor de la expresion, afiadimos y

restamos el nimero 1 en la expresion. Simplificar los términos constante

-1 v -8.Y el resultado es /9 — (x — 1)2.

u=x—1ldu=dx;x=u+1
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— f [1-(u+1)]
V9—u?2

Sustitucion para simplificar la integral, usamos la sustitucion u=x-1, lo

cual implica que du=dx y x=u+1x. Con esta sustitucion, la integral se

transforma en [ [1—\(/1:_11)2]:11; = (li/%dusimpliﬁcamos el numerador y

—udu
9—u?

quedaria [ —

—udu

B V9 —u?

d
y=9+u%y=—-2u;-y= 2u;7y

= —udu

T
_ oS- Di+c

Meétodo de sustitucion para resolver la integral nuestra derivada respecto a y=

9+ y=9+4u? y=—-2u; -y= 2u;d7y = —u du sustituyendo la integral
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f —-udu
V9—u?2

NG

-1 / 2, asi queda nuestra ecuacion % 1] y_l/ 2dy

Se aplica la primera regla que es la suma de potencias se agrega +1 a las

= fdzjy el dy / 2 lo ponemos atras de la integral y la raiz pasa a ser

potencias, al final queda yl/ 2 4 ¢ y se lo remplaza y nos queda.

VO9—(x—1)2+¢

5.2.3.  Ejercicios propuestos
Tabla 13. Ejercicios propuestos.
Integral Respuesta Integral Respuesta
1 f dx ! 2 +C 8 f & V5
] —arcsen 2x ge—— = Al
T —2x2 2 [5 —tx? 5 arcsen 2 +C
dx 3x dx 1 x =
2. J. \/ﬁ §arcsen7 +C 9. f m Earctan +C
3 J‘ dx arcsen(x — 1) + C 10 f rdr 72 e
V=2 JVte—orz 677
4.J' (1—x)dx [8+2x —x2+C 11'[ dx 2 arctanvVx + C
Bt Zx = a+0vx
5]‘ dx 1 " 3x+C 12 e*dx 1 . * c
) 9%+ 16 g arctan— .f1+82x ﬁarcanﬁ+
6J‘ dx 1 x+C 13.[ dx 2 . 2x—1
N —arcsec— | ——arctan—=—
4xVxZ—16 16 4 x?—x+2 V7 V7
+C
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al dx L arctan(x +1)
vy 20N

+C

5.3. Introduccion a las aplicaciones de las integrales

Las integrales permiten calcular areas bajo curvas, volumenes de solidos
de revolucion, calcular masas y centros de masas de regiones con
distribucién de masa no uniforme, calcular los momentos de inercia y
resolver problemas relacionados con la acumulacion de cantidades. Su
importancia radica en su capacidad para simplificar calculos que, de otro

modo, serian tediosos y laboriosos.
5.3.1. Areasy volumenes

Una de las aplicaciones mas comunes de las integrales es el calculo de
areas y volumenes. La integral definida se utiliza para determinar el area
bajo una curva o entre dos curvas, asi como el volumen de solidos
generados al rotar una figura plana alrededor de un eje. Esta aplicacion
es fundamental en campos como la ingenieria civil y la arquitectura,

donde se requiere calcular dimensiones precisas para estructuras.
5.3.2.  Fisica y movimiento

En fisica, las integrales son cruciales para analizar el movimiento. Se
utilizan para calcular trabajo realizado por fuerzas variables y para
determinar la posicion de un objeto en funcién del tiempo. Por ejemplo,
el trabajo realizado por una fuerza se puede encontrar integrando la

fuerza respecto a la distancia. Ademds, en mecanica de fluidos, se
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aplican integrales para calcular fuerzas y presiones en fluidos en

movimiento.
5.3.3. Economia y estadistica

En economia, las integrales se utilizan para modelar funciones de costo
y utilidad, permitiendo a los economistas maximizar beneficios y
minimizar costos. También son fundamentales en estadistica para
calcular probabilidades a partir de funciones de densidad de
probabilidad. La integral permite determinar la probabilidad de que una

variable aleatoria continua caiga dentro de un intervalo especifico.
5.4. Libros relevantes

5.4.1.  Cadlculo integral con aplicaciones

. Autores: Frank Ayres y Elliot Mendelson.

Este libro aborda como las integrales son aplicadas en diversas areas
como el calculo del area bajo curvas y volimenes de s6lidos. Se enfoca

en mejorar las habilidades précticas necesarias para resolver problemas.
5.4.2.  Introduccion a soluciones integrales con programacion
o Autores: Ember Zumba y Emily Travez.

Este texto explora como utilizar programacion para resolver integrales,
destacando su aplicabilidad en fisica e ingenieria. Se discuten métodos

que permiten abordar problemas complejos mediante integracion.

145



5.4.3.  Aplicaciones de las integrales

o Fuente: Estudio sobre aplicaciones integrales.

Este documento detalla como las integrales son fundamentales no solo
en ingenieria sino también en administracion y otras 4reas,
proporcionando ejemplos practicos sobre su uso en analisis poblacional

y propagacion de informacion.
5.4.4.  Cilculo diferencial e integral
. Autores: Purcell, Varberg y Rigdon.

Esta obra abarca una amplia gama de temas relacionados con el calculo
integral, incluyendo aplicaciones practicas como el calculo del area,
volimenes de solidos y momentos. Ademas, presenta técnicas de

integracion y su relevancia en la resolucion de problemas matematicos.

146



5.5. Longitud de curvas o arcos

5.5.1. Formula para calcular la longitud de la curva

*lx=a' j

Figura 12. Area bajo la curva.
c2=a?+b? Aplicando Pitagoras

d? = (d —J)? + (b — a)?
d=(d-c)*+(b—a)?

d= \/(xz —x1)% + (¥, — y1)?

n
d = Z /Axl-z + Ay?
n
_Y(Y)l / x? + Ay?
i=0

La distancia entre los puntos a y b se expresaria como:
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b Ax
d=f Ax2+Ay o

Ax2+A
d= f/ Ay
d—fb ey
- a AAx?  Ax? X

Entonces, como formulas finales quedarian:

2
Cuando y = f(x)d = f: 1+ (Z—z) dx

2
Cuando x = f(y) d= fcd 1+ (Z—;) d

a.  Ejemplo ilustrativo 1
Calcular la longitud de la curva y = x? — 4desde x = Ohasta x = 4
. Solucion

Primero hallar la derivada

dy d
a—a(x —4)
dy

E—Zx

Reemplazar en la formula y resolver la integral:

d= [ 1+(Z—Z)2dx



d= f;w/l + (2x)2dx

Realizamos cambio de variable

u=2x
du = 2dx
du_d
> = X

Reemplazamos

4 du
d=j \/1+u27
0
1 4
d=§J V1+u?du
0

Resolvemos la integral por tabla, nimero 27
1lu
d==|zv1-u?
212
a? *
+7ln |u ++/1 +u2|l
0

112x

d== 7w/1—(2x)2
L |2
+E n|2x

+J1F (2x)2|r

0
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d=%x[,/1—(zx)2
1l 2
+Z n| X

+ 1+ (2x)2|]z

Evaluar:

d= @ /1 — (28"

2(4)

+ {1+ (2(4))2‘

2(0)

2
- 1-(2(0))

+1l
zin

2(0)

—Zl‘l’l

+ 1+ (2(0))2‘

d=oVT- @7 +;ln[8+ T+ @7
BNSOE
—%ln|0+\/1+(0)2|

d = 28 + 7 Inf8 + V&S| ~ ¢

d =16,81u
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b.  Ejercicio ilustrativo 2

Calcular la longitud de la recta y = 3xdesde el punto (1,3)al punto
(1,6).

° Solucion

Primero hallar la derivada y reemplazar en la féormula

dy d3
dx  dx x
dy

5—3

b d 2
d=j 1+(—y) dx
a dx

1

d=f T+ (3)2dx
1

d=0u

Como el resultado da cero al momento de evaluar, no es factible que la

funcion sea y = f(x) por ende se procede a invertirla y pasarla a ser

x = f(y).

Se procede hallar la derivada y reemplazar en la formula

y=3x
y dx 1
3% dy 3
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a 2

c

Evaluar:

—£( )—£(3)

d = 2v/10 — V10
d=\/ﬁu

c¢.  Ejercicio ilustrativo 3
Calcular la longitud de 9y%=4x3 en los puntos (0,0) y (3,2v3)

° Solucion
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)2 =4 L=f2J1+ (xi)2 dx
p=da L= [ VT

9
3 1
\/j;: §x3 L=f0 Uz du
2 393
y%xg L=35v1],
2 393
%Zg*éxl L=2§(1 +x)2]0 2
x 3 2 _z :2_=
dy ) L=2(1+3) 3(31
dx = +0)2
16 2
u=1+x 134 3
du=dx L==-U

5.5.2. Solidos de rotacion
a. Volumen de un solido de rotacion

Es un s6lido que se obtiene al girar una region en un plano alrededor de
una recta en el plano llamada eje de revolucidn, la cual toca la frontera

de la region, o no corta la region en un punto Ejemplos:

. Si la region limitada por una semicircunferencia y su diametro se
hace girar sobre si mismo se genera una esfera (Fig. No. 1).
o Si la region acotada por un tridngulo rectdngulo se hace girar sobre

uno de sus catetos se genera un cono recto circular (Fig. No.2).
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Fig. No.1

J-¢

Fig. No.2
&

Figura 13. Sdlidos de rotacion.

Volumen de un sélido de Revolucion. Método del Disco Este método se
usa cuando el eje de revolucion es una frontera de la region que se hace

girar y el rectangulo auxiliar es perpendicular al eje de revolucion.

Definicion: Sea f una funcion continua en el intervalo [a,b] y f(x) =
0 Vx € [a,b]. Si denotamos por S el solid6 de revolucion obtenido el
girar alrededor del eje x la region limitada por la curva y =f(x) el eje x y
las rectas verticales x=a A x=b y si el volumen del solido de revolucion

S lo denotamos por V unidades cubicas entonces:
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Eje de Revolucién

Horizontal
Vim :I[I‘(x)]2 dx
Eje de Revolucién Y=Ff(x)=r
Vertical
V= =[If(y) dy Eje de
revolucion
Figura 14. Eje de rotacion.
5.6. Meétodo de los discos
V; = mR?
Vi = nf?(x;)
n
V= nf(x)
i=1
V=Lin? #*%)
0 =
b
V= f f(x)dx
a
b
V= nf [F(x)]?dx
a
b d
V=mn[ [F(x)]*dx vV V=mn[ [FO)]*dy

De acuerdo al eje entorno al cual gire la curva, si es el eje x o el eje y.
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a.  Ejercicio ilustrativo 1

Hallar el volumen del solido de rotacion que se forma al girar

alrededor del eje x la region acotada por la curva:
f(x)=x3y=0Ax=2
y=3
flx) =x°
Six = 2,entonces
f(2) = 8 —nos da el punto (2,8)
Siy = 0,entonces
3

0=x

x = 0 —nos da el punto (0,0)

b
V= T[j [F(x)]?dx

b
V= rtf [F(x)3])%dx

x7r

V="

71
27

/4 =rt7u3
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128
V=—nmnu

>

p P

Figura 15. Representacion grdfica de la funcion.
b.  Ejercicio ilustrativo 2

Hallar el volumen del solido de rotacién que se forma al girar alrededor

del eje y la funcion f(x) = x3,y =0Ax =2
f) =x°
y=x

x:y1/3

V= nfd [F(yl/3)]2 dy
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V= nf: [F(y)2/3]2dy

V=fy2/3dy
3 5/
=m7—vy /3
%4 7T5y
V=n> 87
V—3 32u3
—571' u
96
V=?7tu3

" L5

Figura 16. Formula del Volumen de un cilindro.

A = m(2)*(h)
A = 32mud
V=V,-V
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V=32n——m

64
V=—mnu

c.  FEjercicio ilustrativo 3

Hallar el volumen del solido de rotacion que se forma al girar alrededor

del eje y la funcion f(x) = x3,y =0Ax =8

fO) =x°

V:fy/3dy
3 s

= —_ /3
%4 nsy
3 s

e — /3
V ns 8
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V—3 32u3
=cm-32u

L _96
—57Tu

3

5.7. Ecuaciones diferenciales y modelos matematicos

Un modelo matematico describe teéricamente un objeto que existe fuera
del campo de las matematicas. Su éxito o fracaso depende de la precision
con la que se construya esta representacion numérica y la confiabilidad
con que se representen hechos o situaciones en forma de variables
relacionadas entre si. El éxito o fracaso del modelo depende de la
precision con la que se construya esta representacion numérica, la
fidelidad con la que se concreticen hechos y situaciones naturales en

forma de variable.

Un ejemplo sencillo de aplicacién de un modelo matematico algebraico
de sistemas de ecuaciones lineales en dietas. En este caso en particular
en una dieta basada en carnes roja y pescado, la cual solo se puede

consumir 183 grs. de proteinas y 93 grs. de hidratos de carbono.
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CARNE ‘

DIETA /
TN\

Pescado:

70%

Variable X “ Variable Y

Figura 17. Dieta de a base de pescado y carne.

Formando el sistema de ecuaciones con los factores indicados y las

variables podemos obtener:

0,7+ 0,3y =183
0,1x+ 0,6y = 93

La 2da ecuacion por (7) y la lera ecuacion por (-1)

-0,7x-0,3y = -183
0.7x + 4,2y = 651

Sumando ambas ecuaciones obtenemos

0+ 3,9y = 468
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Gramos de

3,9y =468 — y =120 carne diario

Sustituir y=120en 0,1x + 0,6y = 93

Gramos de

x=210 pescado diario

Figura 18. Resultados en gramos diarios

5.8. Fases de un modelo matematico

. Construccion: Es el proceso en que se convierte el objeto en

lenguaje matematico
. Analisis: Es el estudio del modelo confeccionado.

. Interpretacion: Es donde se aplican los resultados del estudio al

objeto del cual se partid

5.8.1. Clasificacion de los modelos matemdticos
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Figura 19. Clasificacion de modelos matemadticos.

Figura 20. Clasificacion de los modelos.

5.8.2. Elementos de un modelo matemdtico

o Parametro: En el modelo son objetos o simbolos que representan

entidades o atribuciones del sistema que permanecen constante.
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5.9.

Variables: Son objetos o simbolos en el modelo, que representan

a entidades o atributos del sistema que cambian en el tiempo.

Relaciones funcionales: Son los procesos fisicos o relaciones entre
los simbolos de un modelo, que representan las actividades y a las

relaciones entre los elementos de un sistema.
Ecuaciones diferenciales

Definicion: Una ecuacion diferencial es una ecuacion que
contiene las derivadas de una o mas variables dependientes con

respecto a una o mas variables independientes.

Clasificacion de las ecuaciones diferenciales: Las ecuaciones

diferenciales se clasifican de acuerdo con su tipo, orden y linealidad.

Seguin su tipo: Si una ecuacion solo contiene derivadas ordinarias
de una o mas variables dependientes con respecto a una sola
variable independiente, entonces se dice que es una ecuacion

diferencial ordinaria.

Ejemplo: Ordinaria y parciales

Z—z + 10y = e* Ordinaria y

ou Ju . .
— = —— En derivadas parciales
dx ady

Segun el orden: El orden de una ecuacion diferencial (ordinaria
o en derivadas parciales) es el de la derivada de mayor orden en la

ecuacion.

Ejemplo
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d?y dy 3 x ., . )
2t S(E) — 10y = e* Esta ecuacion diferencial es de segundo

d?y
orden por —
p dx?

. Segtin la linealidad o no linealidad: Se dice que una ecuacioén

diferencial de la forma (*), es lineal si se puede escribir de la forma

J/(n) :f(x,y,_)/la---a J/(n—IYJ

000 +a, )L+ a0 ralxl=g)

b.  Ejemplo

3d%y

d . . .
Frch é + 6y = e* Es una ED lineal por no tiene potencias

ninguna derivada
5.9.1. Ecuaciones diferenciales lineales

. Definicion: Una ecuacion diferencial es lineal de primer orden, si
es de la forma a, (x)j—z + ay(x)y = g(x) y al dividir ambos
lados de la ecuacion por a,(x) se obtiene una forma mads 1til, la
forma estandar de una ecuacion lineal Z—z +P(x)y =f(x)

o Proceso de resolucion: Método del factor integrante

Para resolver una ecuacion lineal de primer orden, primero se convierte
a la forma de estdndar; esto es, se hace que el coeficiente de dy/dx sea

la unidad, es decir se divide toda la ecuacion para a, (x).
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. Hay que identificar P(x) y definir el factor integrante

e [ P(x)dx
. La ecuacion obtenida en el paso 1 se multiplica por el factor
integrante
freax Y L fpeoa
e — + el PXaxp(x)y
dx
— efP(x)dxf(x)
. Se integran ambos lados de la ecuacion obtenida en el paso 4, es
decir.

efP(x)dxy — j efp(x)dxf(x)dx
5.9.2.  Ejercicios ilustrativos
a.  Ejemplo ilustrativo n°l
Resolver la ecuacion x Z—z — 4y = x%e*

Solucién: Como la ED no estd de forma estandar se procede a

dividirla para x

d
xd—i/—4y=x6ex
dy 4  x%”
dx x°  x

dy 4 D, : :
é -y = x5e* Se aplica division de potencia de igual base
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Luego se determina el factor integrante
4
efp(x)dx — ef—;dx

dx
= e_4f?

— g—4Lnx

La ecuacion obtenida en el paso 1 se multiplica por el factor integrante
x4y = Jx“‘.xsex dx
x4y = Jx“‘.xsex dx
x "ty = f *d
y=|.xe*dx

Aplicando la integracion por partes, se obtiene:

fudvzuv—fvdu | L/

X
fudvzxex—ex+c ; ¢ ‘
[
° @
yx t=xe*—e*+c¢ *._
xe* —e*+¢ v ”I .
y=——————>5 | N |

x—4-

y = x5e* —x*e* + cx*
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b.  Ejemplo ilustrativo n°2
., dy
Resolver la ecuacion i 3y=0

Solucion: Como la ED esta de forma estandar se procede a aplicar el

paso 2

= _3y=0
dx Y

efp(x)dx — ef—3dx

—-3x

I
®

Luego se multiplica a y se iguala a la integral del factor integrante por

f(x)

e 3y = fO.e‘3xdx

e 3y = f 0.dx
e ¥y =
y = ce3*

c.  Ejemplo ilustrativo n°3

., .d
Resolver la ecuacion x % +y = 2x con

y(1)=0
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Solucion: Como la ED no est4 de forma estandar se procede a

dividirla para x

dy

-7 =2
xdx+y X
dy 1  2x
dx xy_
dy 1
axtxY T

Como ya esta de forma estandar, se identifica a p(x) y f(x), para hallar

el factor integrante.

efp(x)dx = ef%dx
efp(x)dx = elnx

e/ PMdx = x por propiedades de los logaritmos e = x

Luego multiplicamos por el factor integrante a y e igualamos a la

integral de f(x) por el factor integrante:

Xy = fodx
x2
xy = 27+c

xy=x*+c¢
2

X C
= — 4+ —

Y X X

x -1

y=x+cx

Ahora como y(1) = 0, sustituyendo:

y=x+cx !

169



0=1+c171

—1 = ¢ por lo tanto, nuestra ecuacién queda asi: y = x — x !

d.  Ejemplo ilustrativo n°4
Resolver la ecuacion (x2 + 9) Z—Z +xy=0

Solucion: primero transformamos la ecuacion dada a una forma

estandar.

d
(x2+9)d—3:+xy=0

dy+ X 0
dx x2+9y_x2+9
dy X
- =0
dx+x2+9y

Luego nuestro p(x) = xzx+9 Aflx)=0

Ahora: e Pdx = efﬁdx

X
= efx2+9dx

haciendo un cambio de variable de u = x? + 9 = du = 2xdx

du_ 4
7—36' X

efp(x)dx — efT
eI Pz — 315

1
efp(x)dx — eELnu
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efp(x)dx — eLnul/Z
efp(x)dx = ul/Z
el P@ax = (x2 4 9)'2Ahora (x2 +9) /2y = [0.(x% + 9)2dx

(x? + 9)1/2y =c>y=clx?+ 9)~/2

5.10. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales con modelos

matematicos

. Modelo de crecimiento de Thomas Malthus: Uno de los
primeros intentos de modelar matematicamente el crecimiento
demografico humano lo hizo Thomas Malthus, economista inglés
en 1798. En esencia, la idea del modelo malthusiano es la hipotesis
de que la tasa de crecimiento de la poblacion de un pais crece en
forma proporcional a la poblacion total, P(t), de ese pais en
cualquier momento t. En otras palabras, mientras mas personas
haya en el momento t, habrd mas en el futuro. En términos

matematicos, esta hipotesis se puede expresar:

ap P:>dP—kP
dt ” dt

Esto debido a que al dividir dos cantidades en proporcion directa resulta

una constante.

o Modelo de decaimiento: El nucleo de un 4&tomo esta formado por
combinaciones de protones y neutrones. Muchas de esas
combinaciones son inestables; esto es, los atomos se desintegran,

o se convierten en atomos de otras sustancias. Se dice que estos
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nucleos son radiactivos; por ejemplo, con el tiempo, el radio Ra
226, intensamente radiactivo, se transforma en gas radon, Rn 222,
también radiactivo. Para modelar el fendmeno de la
desintegracion radiactiva, se supone que la tasa con que los
nucleos de una sustancia se desintegran (decaen) es proporcional
a la cantidad (con mas precision, el nimero) de ntcleos, A(t), de

la sustancia que queda cuando el tiempo es t (o en el momento t):

aa_ _da_ .
dat A7 ar

Son modelos similares, con la diferencia de que en el modelo de
crecimiento k > 0 y en el de decaimiento k < 0.

5.10.1. Ejemplos ilustrativos
a.  Ejemplos ilustrativos

1. Un cultivo tiene una cantidad inicial N, de bacterias. Cuando t =1 h,
la cantidad medida de bacterias es %No- Si la razén de reproduccion es

proporcional a la cantidad de bacterias presentes, calcule el tiempo

necesario para triplicar la cantidad inicial de los microorganismos.

N e dN
& V=g hV=

Entonces: P(t) = -k

e‘m —e X
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e N =J Oc™dr
e”*N=C

Ahora hacemos uso de las condiciones dadas

N(r)=

N(O)=N,
)
Entonces. N(t) Nekz N C@k(
NH=3
3N zNoé":;’:e"
2 N 2

Aplicamos Ln a ambos lados
ln(z’) — Ind —sklrne :zn(E’J
2 2
N(£) = N5
A=0Q4A055

Ahora utilizamos la otra condicion

N(2)=3N,
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Ahora sustituyendo en el modelo
BN, =N =3 =P
1B=1rn*"™ QA5 =113

t — L3 ~2.71h
0,4055
) Un reactor de cria convierte al uranio 238, relativamente estable,

en plutonio 239, un isétopo radiactivo. Al cabo de 15 afios, se ha
desintegrado el 0.043% de la cantidad inicial, 4,, de una muestra
de plutonio. Calcule el periodo medio de ese iso6topo, si la razén

de desintegracion es proporcional a la cantidad presente.

Solucion

dd A
E —](ADE kA=0

Por tanto: é‘. Rt

P(t) = -k

Entonces.

Ahora:  on A(O):AO e—ktA:J Q=*

e 4=C
A)-S

A(z)=C&*
A(15) = Ayelsk
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99,957

Ay = Agel®
100 0 0

Ahora el periodo medio es cuando se ha desintegrado el 50%

PO.957 sk . 99,957
00 ¢ :15"_[”( 100 ) b 4 oomme
>
99,957
k_l”(llsoo ) 0000 =24 1907

. La poblacion de bacterias en un cultivo crece a una razén
proporcional a la cantidad de bacterias presentes al tiempo t.
Después de tres horas se observa que hay 400 bacterias presentes.
Después de 10 horas hay 2 000 bacterias presentes. ;Cual era la

cantidad inicial de bacterias?

Datos:

N(0)=N0 cﬂ\f:/dv
N(3)=400 dt
N(102=2000 /N _
N(0)=? ~N R
V(t)=Noe
anN_ — kdt f\r(f):‘\{rogh 2000 = N,e'%
N = 2000 _ o
LnN =kt + ¢ =) 400:*\’0‘? - VN,
,V = ?-'rr—( 400:3'“- 2{1{00:?7.?

N,

1]

N (t)= ce*
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Ahora sustituyendo

N(#)=N,e" = No
%: T N, = 200,6906
' '
b Ny

. Cuando t = 0, habia 100 miligramos de una sustancia radiactiva.
Al cabo de 6 horas, esa cantidad disminuy6 el 3%. Si la razon de
desintegracion, en cualquier momento, es proporcional a la
cantidad de la sustancia presente, calcule la cantidad que queda

después de 2 horas.

Solucion
%4:]64:)%4_]6420 Sustituyendo Ahora
100=c" 97=100©
At)=ce" =100
Aplicando Ln
A(0) =100mg Cambiando ¢ 97 _ k(6)
In— = Lne
A(6) =97%(100 100
( ):97 o(100) A(I)ZIW
A@) = 6k = Ln-Z
100
k= Ln%
6
k =—-0,0051

A(t)=100e 05

Ahora A(2)=?

A7) =100e >

A(t) =98, 98 176



5.11. Ley de enfriamiento de newton

Ley de Newton del enfriamiento Segun la ley empirica de Newton
acerca del enfriamiento, la rapidez con que se enfria un objeto es
proporcional a la diferencia entre su temperatura y la del medio que le
rodea, que es la temperatura ambiente. Si T(t) representa la temperatura
del objeto en el momento ¢, Tm es la temperatura constante del medio
que lo rodea y dT /dt es la rapidez con que se enfria el objeto, la ley de
Newton del enfriamiento se traduce en el enunciado matematico:
dT dT

EooT—Tm:E=k(T—Tm)
a. Al sacar un pastel del horno, su temperatura es 300°F. Después de

3 minutos, 200 °F. ;En cuanto tiempo se enfriard hasta la

temperatura ambiente de 70 °F?

Solucion
g%tgfﬂl e (T_]:n ) _ J Ot Condiciones
T(3m)= 200°F e (1°—1;)=c
T(t)=70°F 7, -5, 7(0)=300
7, =70
7, =300F 7= T = ce®
T = cekt 4 T 300 =c"? +70
dar —k(T—T}) m 300—70=c
at c=230
% —k(T —],;) =0 Sustituyendo ¢
7 =230 +AO
P(t)=—+ 7 (3) =200
e]‘—’d — 200—230=* +AO
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20 —70_ s«
230
i _200—70

230
J 7255 — F 200—70
o ( 230

Ahora: Sustituyendo
7=230z"" 7
3k = Ln (200—70)
230 T(t)=70,CX)1

200—70) 70,001 =230e %1 +70

Ln (
K= 230 ), _ 1n(70’001_70j . 0,1902
3 230 /

r=64,9mn
k =-0,1902

b.  Una pequefia barra de metal, cuya temperatura inicial era de 20°

C, se deja caer en un gran tanque de agua hirviendo. ;Cuanto

tiempo tardara la barra en alcanzar los 90° C si se sabe que su

temperatura aumento 2° en 1 segundo? ;Cuanto tiempo tardara en

alcanzar los 98° C?

Solucion
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Datos:

T0=20°c dr _ . k0)
Tm=100°¢c J‘mzjkd{ 20——((‘. +100
T(1)=22°C C ¢ =—80
T(t)=90°c Ln(T-T,)=Hk+c i
T(t)=98°c I'(t)=-80e"" +100
Ln(T -T,)=khkt+c
8L sy =7, ) ; k
di T -T, =e'* 22 =-80e" +100
%= kdi T=e" +T, 22-100 = -80¢€"
.[ (;."‘ ﬂi!r ): j kdrt T(.“):C(_’“.{,'{‘m 22_81{)00 =
Evaluando -, _
_ ¥ [ MJ -
7(0)=ce”+100 80
k=-0,0253
c. Un termometro se lleva de un recinto interior hasta el ambiente

exterior, donde la temperatura del aire es 5°F. Después de un
minuto, el termometro indica 55°F, y después de cinco marcas

30°F. ;Cuadl era la temperatura del recinto interior?

Solucion Datos:
Tm=5°F
T(1)=55°F
T(5)=30°F
T0O=?
T =cef +T, T=ce*+5
T =cekt +5 - 55 =cek+5
55 — 5 = cek
50
20 ok
C
Para T = 55°F
T =ce*t +5
55 =ceX+5
55 — 5 = cek

179



Ahora para T= 30°F

T =ceft +5
30 = ce®* +5
30 — 5 = ce>k
2_5 _ o5k
c
2_5 _ ptktk
c
2_5 — ptkpk
c
25,50
c c
25,50
c c
25 ¢
42 0k
55 =€
1
=et = 4 = an
k=-0,1732
0_,
50
001732 ¢
¢ =59,46
T =ce*t +5

T = 59,46e 1732 1 5
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T(0) = 59,46e~01732(0) + 5
T(0) = 59,46 + 5

T (0) = 64,46°F
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