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INTRODUCCION

La estadistica es un método empleado en la toma de decisiones frente a
laincertidumbre, partiendo de datos numéricos y calculando los riesgos.
La importancia de este procedimiento de llegar a una decision es obvia
cuando se considera que vivimos en un mundo en el que los
acontecimientos futuros estan siempre cargados de diversos grados de

incertidumbre.

Desde el principio, se debe reconocer que existen dos tipos de
incertidumbre: una es la que surge como consecuencia de la
aleatoriedad. Cuando se arroja una moneda, el resultado es aleatorio y
por ningln motivo cierto. En una sola tirada el resultado puede ser cara
0 cruz. Sin embargo, este tipo de incertidumbre es muy simple en
principio, porque la ley de aleatoriedad aplicable a esta situacion es
facilmente reconocible. Partiendo del razonamiento, sabemos no solo
que al tirar una moneda nos puede dar cara o cruz, sino también que los
dos resultados tienen iguales posibilidades. En otras palabras, la
aleatoriedad de una poblacién de todas las posibles tiradas es tal, que la
mitad de ellas debe ser cara y la otra mitad cruz. Asi, en este tipo de
incertidumbre, el principio es sencillo de manejar y la decisién facil de
tomar. Por ejemplo, si se nos invitara a participar en un juego de arrojar
la moneda, con la condicion de que ganariamos dos ddlares americanos
si lamoneda resultara cara y que perderiamos un délar si resultara cruz,
nos inclinariamos a aceptar la oferta, porque sabemos que hay iguales
posibilidades de cara y cruz.
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La otra incertidumbre surge del hecho de que la ley de la aleatoriedad,
0 el estado natural de una situacion problemética determinada es
desconocida. Por ejemplo, si la moneda esta obviamente sesgada, no
habra iguales posibilidades de cara o cruz; es decir, una de las caras
tendr& mayores posibilidades que la otra, tal vez a favor de la cruz. En
este caso, en que el estado natural es desconocido, ¢como decidiriamos
si se nos ofreciera la misma apuesta de la que hablabamos
anteriormente? Si deseamos resolver esto en forma estadistica,
debemos realizar experimentos y observaciones para comprobar la
regularidad de la moneda. Supongamos que hemos tirado la moneda
diez veces y que todas las pruebas del experimento hayan resultado
cruz, podemos suponer entonces que la moneda esté sesgada y podemos

entonces declinar la oferta.

El ejemplo anterior ilustra el procedimiento para tomar la decision
estadisticamente. La decision estadistica puede entonces definirse como
el proceso de tomar una decision con base en datos numéricos y

consideraciones de probabilidad.

Como resultado, existe en la decision estadistica el riesgo de la accion
erronea. Sin embargo, mediante teorias y métodos estadisticos
adecuados, los riesgos de las decisiones erradas pueden ser calculados
y controlados. En realidad, el papel principal de la estadistica inductiva

es disefiar medios para tales riesgos.
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CAPITULO 1

1 ESTADISTICA DESCRIPTIVA
1.1 Estadistica

Es el conjunto de métodos y procedimientos que implican recopilacion,
presentacion, ordenacion 'y andlisis de datos, con el fin que a partir de

ellos puedan inferirse conclusiones.
Pueden distinguirse dos ramas diferentes en Estadistica:

- Estadistica Descriptiva, la cual es la que se utiliza en la

descripcion y andlisis de conjuntos de datos o poblacion.

- Estadistica Inferencial, 1a cual hace posible la estimacion de una
caracteristica de una poblacion, o la toma de una decision con
respecto a una poblacion, con base Unicamente en resultados

muestrales.
Conceptos de elementos utilizados en el analisis estadistico

1.  Poblacion o Universo: Conjunto completo de individuos, objetos,
o medidas los cuales poseen una caracteristica comun observable

y que seran considerados en un estudio.
2. Muestra: Es un subconjunto o una porcion de la poblacion.

3. Variable: Caracteristica o fendémeno de una poblacion o muestra

que sera estudiada, la cual puede tomar diferentes valores.
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4.  Datos: Numeros o medidas que han sido recopiladas como

resultado de la observacion.

5. Estadistico: Es una medida, un valor que se calcula para describir

una caracteristica a partir de una sola muestra.
6.  Parametro: Es una caracteristica cuantificable de una poblacion.

La Estadistica Descriptiva tiene como funcion el manejo de los datos
recopilados en cuanto se refiere a su ordenacion y presentacion, para
poner en evidencia ciertas caracteristicas en la forma que sea mas

objetiva y util.

Una poblacion o universo objeto de una investigacion estadistica puede
ser finita si sus elementos se pueden contar. Por ejemplo, nimero de

alumnos de un curso.

Una poblacion o universo es infinita cuando no es finita. En
Estadistica, el sentido del término poblacion infinita se refiere a una
poblacion con un nimero tan grande de elementos que no le es posible

al investigador someter a medida cada uno de ellos.

Cuando se miden cualitativamente las caracteristicas de una
poblacion, resultan categorias que deben ser exhaustivas, es decir,
que se pueda clasificar a toda la poblacion, y también deben ser
mutuamente excluyentes, es decir, un mismo elemento no puede

pertenecer simultaneamente a dos 0 mas categorias.
Por ejemplo, sexo de una persona: masculino o femenino.

17



Una muestra debe cumplir ciertas condiciones, de aqui surge el
concepto de muestra aleatoria que es aquella obtenida de modo que
cada elemento de la poblacion tiene una oportunidad igual e

independiente de ser elegido.

La investigacién estadistica es toda operacion orientada a la

recopilacion de informacion sobre una poblacion.

La investigacion puede ser tan simple como la recopilacion de datos
estadisticos obtenidos de informaciones provenientes de fuentes
oficiales a nivel institucional o de publicaciones de organismos
altamente especializados en estas materias, o tan complejas que
requiera de la colaboracion de especialistas en diferentes materias,

como ocurre en los censos de poblacion de un pais.

Se denomina variable a fendmenos o caracteristicas que son

medidas en algun tipo de investigacion estadistica.

1.1.1 Variables

Es muy probable que un especialista en Estadistica que realiza una
encuesta desee desarrollar un instrumento que le permita hacer varias
preguntas y manejar diversos fendbmenos o caracteristicas. A estos

fendmenos o caracteristicas se les denomina variables aleatorias.
Segun la forma en que se expresen las variables, se dividen en:

1)  Variables Cualitativas: son aquellas que pueden expresarse solo

en forma de atributo.
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Ejemplo:

1.

2)

Estado civil:

soltero

casado

viudo

separado

Satisfaccion con un producto:
muy insatisfecho
regularmente insatisfecho
neutral

satisfecho

muy satisfecho

Tamafio de una hoja:
grande

mediano

pequeno

Variables Cuantitativas, son aquellas variables que pueden
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expresarse en forma numérica. Se dividen en discretas y

continuas.
1.2 Variables Cuantitativas Discretas

Son respuestas numéricas que surgen de un proceso de conteo, siendo

siempre un niimero entero.

Ejemplos:

1)  Numero de asignaturas inscritas en el primer ciclo.
2)  Numero de integrantes del grupo familiar.

3)  Numero de salas de clases de ingenieria.

Variables Cuantitativas Continuas son respuestas numéricas que
surgen de un proceso de medicion, las cuales pueden tomar valores

entre dos nimeros enteros.
Ejemplo

1)  Estatura

2)  Temperatura

3) Peso

1.3 Tabulacion de los datos

En los experimentos estadisticos los datos recolectados pueden
corresponder a una poblacion o muestra. En ambos casos los
20



procedimientos de resumen de datos son analogos y designaremos por:
N = Tamafio de la poblacién estudiada
n = Tamano de la muestra (parte de la poblacion)

Con el objeto de realizar un mejor estudio de los datos es necesario

organizar éstos, mediante el uso de distribuciones de frecuencia.

Una distribucién de frecuencia es una tabla resumen en la que se
disponen los datos divididos en grupos ordenados numéricamente y que

se denominan clases o categorias.
Tabulacion de datos cualitativos

La construccion de una distribucion de frecuencia de atributos o
distribucion de frecuencia de variable cualitativa es simple, basta
enumerar los diversos atributos con su respectiva frecuencia de

ocurrencia.

Frecuencia absoluta: (f; ) indica el nimero de veces que se repite un

atributo.
Ejemplo:

Considérese una muestra 400 trabajadores de una cierta empresa de la
region los cuales han sido encuestados sobre su actual estado civil. La

informacion es tabulada de la siguiente manera:
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Tabla 1.Muestra de 400 trabajadores.

Estado Civil fi
Soltero 75
Casado 200
Viudo 50
Separado 75
Total 400

n = 400 (tamafio de la muestra)

m = 4 (namero de clases)
Tabulacion de variable cuantitativa
Distinguiremos dos casos:

Tabulacion de variable discreta (que toma un conjunto pequeifio

de datos distintos)

Las tablas de frecuencia de variable discreta llevan cinco columnas

donde los elementos que participan son los siguientes:

a)  Frecuencia absoluta: ( f;) indica el nimero de veces que se repite

una variable.

b)  Tamaiio de la muestra: ( n) indica la cantidad de elementos
que conforman la muestra, se obtiene sumando todas las
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frecuencias absolutas.
n = )", fim = namero de clases distintas

Frecuencia relativa: ( h; ) es la proporcion de datos que se
encuentra en una clase, se obtiene dividiendo la frecuencia

absoluta de la clase por el tamafio de la muestra.

Observaciones:

d)

a.Zhi =1
b.0<h <1

Frecuencia absoluta acumulada: ( F; ) indica la cantidad de

datos que se encuentran hasta cierta clase.

i
Fi ZZE
j=1

Frecuencia relativa acumulada: (H;)es la proporcion de

datos acumulados que se encuentran hasta cierta clase.

i
Hi = Z hi
j=1
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Observaciones:

b. 0<H; <1
Ejercicio

Una empresa que tiene 50 trabajadores se propone reestructurar las
remuneraciones, se estudia los afios de servicio de los trabajadores

determinandose los siguientes resultados:

Tabla 2. Registro de aiios de servicio del personal.

4 5 4 6 7 9 7 7 5 8
8 7 6 7 7 4 6 8 8 9
6 8 9 5 6 5 4 7 9 6
7 6 5 4 4 4 6 8 8 7
8 9 5 5 4 6 7 9 5 4

N = 50 (tamafio de la poblacion)

Se pide:

Tabular la informacion.

1. (Qué cantidad de trabajadores tiene 8 afios de servicio?

2. (Qué porcentaje de trabajadores tiene 6 afios de servicio?
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Si aquellos trabajadores que tengan a lo menos siete afios de
servicio reciben un aumento del 8%. ;Qué porcentaje de los

trabajadores recibi6 dicho aumento?

Si todos los trabajadores que tengan a lo més cinco afos de
servicio reciben una bonificacion de $20.000. ;Qué cantidad de

trabajadores recibid dicha bonificacion?

Si la empresa decide otorgar una bonificacion especial de

$13.200 por cada afo de servicio.

(Cuénto serd el dinero necesario para cumplir dicha

bonificacién?

Solucion:

Tabla 3. Frecuencia de aiios de servicios del personal.

Afos de fi hi Fi Hi

servicio
4 9 0,18 9 0,18
5 8 0,16 17 0,34
6 9 0,18 26 0, 52
7 10 0,20 36 0,72
8 8 0,16 44 0, 88
9 6 0,12 50 1,00
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Total 50 1,00

—

Ocho trabajadores tienen 8 afios de servicio

2. El 18% de los trabajadores tiene 6 afios de servicio.

3. El48% de los trabajadores recibi6 el aumento de sueldo.

4. 17 trabajadores recibieron la bonificacion.

$4.197.600 se necesitan para la bonificacion por afio de servicio.
Tabulacion de variable continua o discreta

Para tabular una variable continua o discreta (que tome un gran

numero de datos distintos) se necesitan los siguientes elementos:

a.  Rango o recorrido Es la diferencia entre el valor maximo y

valor minimo que toma la variable.
R = Xmax — Xmin

b.  Numero de intervalos o clases (m): Es el nimero de grupos

en que es posible dividir los valores de la variable.

El nimero de clases no debe ser ni muy grande ni muy pequefio, un
numero pequefio de clases puede ocultar la naturaleza general de los
datos y un numero muy grande puede ser demasiado detallado como
para revelar alguna informaciéon atil. Como regla general se
recomienda que el nimero de clases esté entre cinco y veinte. Hay una

regla llamada Regla de Sturges que puede dar una aproximacion
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razonable para el nimero de clases, ella es:
m =1+ 3,3log(n)

donde n es el nimero de datos de la muestra.

o

Amplitud del intervalo o amplitud de la clase (a):

Recorrido R

qa=—-~=
Nedeclases m

d. Limites de un intervalo: Son los valores extremos de una clase. El
menor valor es considerado como el limite inferior y el valor que
se obtiene sumando al limite inferior la amplitud del intervalo es el

limite inferior de la segunda clase.

e. Limites reales de un intervalo: Se obtienen calculando el promedio
entre el limite superior de una clase y el limite inferior de la clase

siguiente.
f. Marca de clase: ( x;) Es el punto medio de un intervalo.

g. Frecuencia absoluta: ( f; ) indica el nimero de observaciones

que pertenece a un intervalo dado.

Observacion:

n=ifi

l

n = tamano de la muestra
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h. Frecuencia relativa: ( h; ) es la proporcion de datos que se
encuentra en un intervalo, se determina dividiendo la frecuencia

absoluta del intervalo por el tamafio de la muestra.

hi:ﬁ
n

1. Frecuencia absoluta acumulada: (F;) indica el nimero de datos
de la muestra menores o iguales al limite real superior del

intervalo 1.

i
Fi =Zf}
j=1

Observacion: Fm =n

j.  Frecuencia relativa acumulada: (H;) indica la proporcion de datos

de la muestra menores o iguales al limite real superior del intervalo

i
j=1

Observacion: Existe mas de un método para construir una tabla de
distribucion de frecuencias, a continuacion, se presentan dos formas de

construirla:
Ejemplo

Los siguientes datos corresponden a las notas obtenidas por 100
alumnos en un curso de Estadistica:
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Tabla 4.Notas obtenidas por 100 alumnos.

100 | 87 54 82 93 47 40 53 88 58

84 65 57 66 25 70 85 36 61 34

33 33 100 69 77 88 63 17 42 55

98 70 68 70 65 70 84 52 60 54

57 47 57 86 25 66 40 100 32 39

90 83 64 95 85 100 67 60 42 65

82 85 62 72 65 76 23 96 30 45

77 55 100 80 55 52 85 68 53 82

55 51 47 47 64 75 65 60 45 75

62 93 98 58 95 83 33 70 51 60

Construya la correspondiente distribucion de frecuencia.
(En qué clase se concentra el mayor numero de notas?

(Cual es la frecuencia absoluta del cuarto intervalo? Interprete el
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resultado.

4.  (Qué porcentaje de los alumnos tienen una nota inferior a 577

5. ¢Cuantos alumnos tienen una nota superior a 46?

6. Interprete la frecuencia acumulada del sexto intervalo.

7. Interprete la frecuencia relativa acumulada del quinto intervalo.

Solucion:
R =100-17 = 83
n =100
m =1+ 3,310g(100)
m=76=8
83
a=—=136=10
8
Tabla 5. Distribuciones estadisticas de las calificaciones.

Notas Limites reales Xi fi hi Fi Hi
17— 26 16,5 — 26,5 21,5 4 0, 04 4 0,04
27— 36 26,5 — 36,5 31,5 7 0, 07 11 0,11
37 — 46 36,5 — 46,5 41,5 7 0, 07 18 0,18
47 — 56 46,5 —56,5 51,5 16 0,16 34 0,34
57 — 66 56,5 — 66,5 61,5 22 0,22 56 0, 56
67 — 76 66,5 — 76,5 71,5 13 0,13 69 0,69
77— 86 76,5 — 86,5 81,5 15 0,15 84 0,84
87 — 96 86,5 — 96,5 91,5 9 0,09 93 0,93
97 — 106 96,5 — 106, 5 101,5 7 0, 07 100 1,00
Total 100 1,00
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1. El mayor numero de notas se concentra en el quinto intervalo,

que corresponde al intervalo entre 57— 66.

2. La frecuencia absoluta del cuarto intervalo es 16. Esto nos indica

que son 16 los alumnos que tienen una nota entre 47 — 56.
3. EI 34 % de los alumnos tiene una nota inferior a 57.
4. El 82 % de los alumnos tiene una nota superior a 46.
5. Existen 69 alumnos con nota inferior a 77.
6. El 56 % de los alumnos tiene una nota inferior a 67.
Ejercicios

1.  Los siguientes datos corresponden al sueldo (semanal en

dolares) de 40 trabajadores de una empresa:

Tabla 6.Sueldo (semanal en ddlares) de 40 trabajadores.

119 135 138 144 146 150 156 164
125 135 140 144 147 150 157 165
126 135 140 145 147 152 158 168
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128 136 142 145 148 153 161 173
132 138 142 146 149 154 163 176

a)  Construya la tabla de frecuencia con todos sus elementos.

b)  (En qué clase se encuentra el mayor nimero de trabajadores?

¢)  (Qué porcentaje de trabajadores gana entre $ 139y $§ 168?

d)  (Cuantos trabajadores ganan a lo menos $ 159?

e)  ¢Cuantos trabajadores ganan a lo mas $ 148?

2. Enuna fabrica es necesario realizar un estudio respecto al peso de
engranajes de gran tamafio. Los siguientes datos corresponden al
peso, en kilogramos, de 30 de estas piezas, que poseen las mismas
dimensiones, pero distinta aleacion.

Tabla 7. Peso, en kilégramos, de 30 piezas
58 52 50 52 40 50 38 52 50 45
36 45 55 42 42 52 50 45 42 38
42 38 40 46 45 45 55 42 45 40
a.  Construir una tabla de frecuencias de amplitud 5 comenzando
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desde 36.
(Cuantos engranajes pesan entre 46 y 55 Kg?

(Qué porcentaje representa a aquellos engranajes cuyo peso es

inferior a 51 Kg?

(Cual es la frecuencia relativa para aquel intervalo cuya marca de

clase es 487

(Qué porcentaje representa a aquellas piezas que pesan mas de 50

Kg?

En una industria automotriz es necesario realizar un estudio
debido a una partida defectuosa de discos de embrague. Para ello
se ha recopilado la siguiente informacion referente a la duracion

en horas de 50 de ellos.

Tabla 8.Duracion en horas de discos de embrague.

285 | 300 286 302 313 314 289 292 321 | 327
293 | 289 292 289 308 326 303 287 293 | 322
304 | 329 295 307 297 302 294 301 285 | 313
308 | 307 304 291 288 297 316 322 317 | 308
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321

324 323 316 292 286 299 294 328 | 296

b)

<)

d)

g)

h)

Construir una tabla de frecuencia de amplitud cinco comenzando

desde 285.
(Cuantos discos duraron entre 290 y 299 horas?.
(Cuantos discos no alcanzaron a durar 300 horas?.

(Qué porcentaje representan los discos que duraron entre 310 y

314 horas?.

(Qué porcentaje representan los discos que duraron menos de 305

horas?.
(Cuantos discos duraron mas de 309 horas?.
(Cuantos discos duraron menos de 305 horas?.

(Qué porcentaje representan los discos que duraron entre 285 y

294 horas?.
(Cuadl es el intervalo de mayor frecuencia absoluta?

En un conjunto habitacional se pretende hacer un estudio del
nimero de personas que consumen productos enlatados. Los
datos que han sido obtenidos de 50 bloques del conjunto

habitacional son:
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Tabla 9. Numero de personas que consumen productos enlatados.

63 69 83 85 93 73 81 94 104 125
64 132 115 120 127 130 105 114 123 121
128 | 90 75 137 131 73 62 100 109 117
124 | 103 133 138 133 110 60 91 87 136
137 | 134 129 96 99 72 104 97 84 98

Construir una tabla de frecuencia de amplitud 10 partiendo desde

60.

(Cuantas personas consumen entre 100 y 129 productos

enlatados?

(Qué porcentaje representa a las personas que consumen menos

de 90 productos enlatados?

(Qué cantidad de personas consumen mas de 80 productos

enlatados?

Las ganancias por accion de 40 compaiiias de la industria de

la construccion son:
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Tabla 10. Las ganancias por accion de 40 compaiiias.

4,6 0,3 1,1 57 0,1 1,3 2,5 1,6
1,3 2,1 2,1 1,4 7,3 5,4 3,5 1,9
6,0 0,8 1,9 2,1 3,2 0,2 7,1 2,8
9,6 3,7 51 3,6 4,9 2,3 1,8 0,4
4,2 2,1 0,9 3,2 3,7 1,1 0,5 1,9
a)  Construya una distribucion de frecuencias que comience en 0, 1 y

b)

tenga una amplitud de 2, 0

(Cual es la frecuencia absoluta del tercer intervalo? Interprete el

resultado.

(Qué porcentaje de las compaiiias tienen a lo mas una ganancia

de 6, 0?
(Cuantas compaiiias tienen una ganancia a lo menos de 4, 1?
Interprete la frecuencia acumulada del segundo intervalo.

Interprete la frecuencia relativa acumulada del cuarto intervalo.
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Solucion

a)R=176 — 119 =57

N =40

m=1+3, 3 log(40) = 6, 28 =6

Tabla 11.Distribucion de frecuencia de los sueldos.

Sueldo Limites reales Xi fi hi Fi Hi
119 — 128 118,5 —128,5 123,5 4 0, 100 0,1 4
129 — 138 128,5 — 138,5 133,5 7 0,175 0,275 11
139 — 148 138,8 — 148,5 143,5 13 0,325 0, 600 24
149 — 158 148,5 — 158, 5 153,5 9 0, 225 0, 825 33
159 — 168 158,5 — 168, 5 163,5 5 0,125 0, 950 38
169 — 178 168,5 — 178,5 173,5 2 0, 050 1 40
Total 40
a. En la tercera clase se encuentra el mayor nimero de trabajadores.

b. 67,5 % de los trabajadores gana entre $139.000 y $ 168.000
c. 7 trabajadores ganan a lo menos $ 159.000

d. 24 trabajadores ganan a lo mas $ 148.000
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Peso Limites Xi fi hi Fi Hi
reales
36 — 40 35,5—140,5 38 7 0,23 7 0,23
41 — 45 40,5 — 45,5 43 11 0, 37 18 0,60
46 — 50 45,5—150,5 48 5 0,17 23 0,77
51 —55 50,5 —555 53 6 0,20 29 0,97
56 — 60 55,5 — 60,5 58 1 0,30 30 1
Total 30

11 engranajes pesan entre 46 y 55 kilos.

a.

b.

C.

El 77 % de las piezas pesan menos de 51 kilos.

La frecuencia relativa es 0,17

El 23 % de las piezas pesa mas de 50 kilos.
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Tabla 12.Distribucion de frecuencias de la duracion del proceso.

Duracién Limites reales Xi fi hi Fi Hi
285 — 289 284,5 —289,5 287 9 0,18 9 0,18
290 — 294 289,5 —294,5 292 | 8 0,16 17 0,34
295 — 299 294,5 —299,5 297 | 5 0,10 22 0,44
300 — 304 299,5 —304,5 302 7 0,14 | 29 0, 58
305 — 309 304,5 —309,5 307 5 0,10 34 0, 68
310 — 314 309,5 — 314,5 312 3 0, 06 37 0,74
315 — 319 314,5 —319,5 317 3 0, 06 40 0,80
320 — 324 319,5 —324,5 322 6 0,12 46 0,92
3215 — 329 324,5 —329,5 327 | 4 0,08 50 1
Total 50

13 discos duraron entre 290 y 299 horas.

22 discos no alcanzaron a durar 300 horas.

El 6 % de los engranajes duraron entre 300 y 314 horas.
El 58 % de los engranajes duraron menos de 305 horas.
16 engranajes duraron mas de 309 horas.

29 engranajes duraron menos de 305 horas.

El 16 % de los engranajes duraron entre 285 y 294 horas.

El primer intervalo.
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Tabla 13.Distribucion de frecuencias del numero de personas por intervalo.

° de personas fi hi Fi Hi
60 — 69 5 0,10 5 0,10
70—79 4 0,08 9 0,18
80— 89 5 0,10 14 0,28
90 — 99 8 0,16 22 0,44
100 — 109 6 0,12 28 0,56
110 — 119 4 0,08 32 0,64
120 — 129 8 0,16 40 0,80
130 — 139 10 0,20 50 1
Total 50

18 personas consumen entre 100 y 129 productos enlatados.

a. El 28 % de las personas consume menos de 90 productos

enlatados.

b. 41 personas consumen mas de 79 productos enlatados.

Ganancias Limites Reales Xi fi | hi Fi | Hi
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0,1—2,0 0,05—2,05 1,05 17 | 0,425 17 | 0,425
2,1—4,0 2,05—4,05 3,05 13 | 0,325 30 [ 0,75
4,1—6,0 4,05 —6,05 5,05 7 0,175 37 | 0,925
6,1—8,0 6,05 — 8,05 7,05 2 0,05 39 | 0,975
8,1—10,0 8,05 — 10,05 9,05 1 0, 025 40 | 1,000
Total 40 | 1,000

Tabla 14.Distribucion de las ganancias

La frecuencia absoluta del tercer intervalo es 7, es decir, existen

7 compaiiias cuyas ganancias estan entre 4, 1 y 6, 0 por accion.

E192, 5 % de las compaiiias tienen a lo mas una ganancia de 6, 0

por accion.
10 compaiiias tienen a lo menos una ganancia de 4, 1 por accion.
30 compaiiias tienen una ganancia igual o menor a 4, 0 por accion.

E1 97,5 % de las compaiiias tienen una ganancia por accion de a

lo mas §, 0.
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14

Representacion Grafica

Su objetivo es captar la informacion obtenida en los datos en forma

rapida por cualquier persona, asi cada representacion debe llevar un

titulo adecuado.

Las normas en la construccion de un grafico estadistico son similares

a los de gréaficos de funciones, las variables independientes, se ubican

en las abscisas y las dependientes en las ordenadas.

1.5

a)

Tipos de graficos

Grdfico circular: se usan para mostrar el comportamiento
de las frecuencias relativas, absolutas o porcentuales de las
variables. Dichas frecuencias son representadas por medio de

sectores circulares, proporcionales a las frecuencias.

Tabla 15.Frecuencias relativas, absolutas o porcentuales de las variables.

Departamento fi %
A 54 15
B 101 28
C 119 33
D 54 15
E 32 9
Total 360 100
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Figura 1.Personal por Departamento.

b)  Pictograma: Es un grafico cuyo uso es similar al de sector

circular, pero la frecuencia es

representada por medio de una figura o dibujo que identifique a la
variable en estudio. Este grafico se utiliza para mostrar producciones

en una serie cronoldgica.

Por ejemplo, Alumnos de la carrera Agroindustria:

=400 alumnos

2020:
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2021:

2022:

2023:

2024:

2025:

Figura 2 .Alumnos de la carrera Agroindustria.
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¢)  Grdfico lineal: se utiliza para mostrar las frecuencias absolutas
o relativas de una variable discreta, son representadas mediante
lineas verticales proporcionales a dichas frecuencias.
Tabla 16 . Frecuencias absolutas o relativas de una variable.
x; fi
104 10
105 12
106 6
107 4
108 6
109 2
Total 40
d)  Grdfico de barra: Se utiliza para representar tablas de

frecuencia con atributos o convariables discretas y pocos
valores. Sobre un eje horizontal se construyen bases de rectangulo
del mismo ancho cada uno correspondiente a una modalidad del

atributo, sobre estas bases se levantan rectangulos cuya altura es
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proporcional a la frecuencia absoluta de la modalidad. El espacio

entre ellas debe ser uniforme.

1z

S

2 a

g

8

w 2

104 105 106 107 102 102
Figura 3.Grdfico de barra.

Departamento fi
A 54
B 101
C 119
D 54
E 32
Total 360
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e)  Histograma: es el grafico adecuado cuando los datos estan
ordenados en tablas con intervalos, es decir, para datos de
variables continuas. También el histograma es una conformacion
de rectangulos, pero uno al lado de otro cuya area es proporcional
a la frecuencia de cada intervalo. Los extremos de la base de cada

rectangulo son los limites reales del intervalo.

Limites Reales i
4,5—8,5 8
8,56—12,5 10
12,5 —16,5 6
16,5 — 20,5 2
20,5—24,5 4
24,5 — 28,5 8
Total 38
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Figura 4. Histograma.

85 12,5 16,5 20,5 24,5 28,5
45 85 12,5 16,5 20,5

245

Figura 5.Personal por Departamento.

Poligono de frecuencia: este grafico sirve para mostrar la
tendencia de la variable, se puede determinar a partir de un
histograma uniendo los puntos medios superiores de cada

rectangulo del histograma. También, se determina el poligono
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uniendo los puntos, formado por la marca de clase con la

frecuencia absoluta del intervalo respectivo.

Tabla 17. Frecuencias.

Limites reales Xi Ti
45—8,5 6,5 8
8,5—12,5 10,5 10
12,5 — 16,5 14,5 6
16,5 — 20,5 18,5 2
20,5—24,5 22,5 4
24,5—28,5 26,5 8
Total 38

Poligono de Frecuencias

. N\

Frecuencia Absoluts
a2
o

2,5 6.5 10,5 14,5 18,5 22,5 26,5 30,5

Marcas de Clases

Figura 6.Poligono de frecuencia.
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Observacion: El poligono de frecuencias se convierte en poligono
de frecuencias relativas, cambiando la frecuencia absoluta por la
frecuencia relativa, en este caso, el area bajo el poligono de

frecuencias relativas es igual a 1

1.6 Histograma y Poligono de Frecuencias

Histograma y Poligono de Frecuencias

12

AN -

i N\

Figura 7.Histograma y poligono de Frecuencias.

g) Ojiva: es un grafico que se usa para mostrar como se acumulan
las frecuencias absolutas, relativas o porcentuales. Se obtiene al
unir los puntos formados por los limites superiores de cada
intervalo con la frecuencia absoluta o relativas acumuladas del
intervalo respectivo. Si se consideran las frecuencias porcentuales

acumuladas se
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Limites Superiores

Figura 8. Ojiva.

h) llama ojiva porcentual.

Figura 9.Frecuencia.

Limites reales X; fi F;
4—8 6 8 8
8—12 10 10 18
12— 16 14 6 24
16 — 20 18 2 26
20— 24 22 4 30
24 — 28 26 38
Total 38

Ejercicios

1)  Dada la informacién referente a la ubicacion de personas

dentro de cuatro departamentos de una empresa, se pide:

a) Tabular la informacion.

b)  Realizar gréfico circular.
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c) Indique frecuencias relativas porcentuales en cada grupo.

M A P CC A CcC M P P M
P CcC M A M CC P P M P
A P A M M A M A P M
M A CcC A A M P M M P

donde: A = abastecimiento; CC = control de calidad ; M = mantencion

; P = produccion.

2)  Se realiz6 un nimero determinado de compras de materia
prima. El volumen de la materia prima viene dado en m®. Parte

de la informacion se registra en la siguiente tabla:

Figura 10.volumen de la materia prima.

Volumen X; fi h; F; H; | Limites reales
6—10 1

11—15

16 — 20 6 9

21—25 18

26— 30 27

Total 27

a.  Complete la tabla dada.

b. En un so6lo grafico, dibuje un histograma y un poligono de
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frecuencia.

c.  (Cuéntas compras se realizaron entre 11 y 30 m3?

d.  ;Cuantas compras se realizaron entre 16 y 25 m3?

e.  ;Qué porcentaje de compras se realizaron entre 16 y 20 m*?

3)  (Cuantas compras se realizaron en total? Los siguientes datos
corresponden a la duracion, en horas, de 50 valvulas que fueron
sometidas a un cierto control.

Figura 11.Duracion, en horas, de 50 vdlvulas.
Tiempo X; fi h; F; H; Limites reales
450 — 499 4
500 — 549 5
550 — 599 12
600 — 649 10
650 — 699 15
700 — 749 3
750 — 799 1
Total 50

a.  Complete la tabla dada.

b.  Grafique la ojiva

c.  (Qué porcentaje de las valvulas duraron, en promedio 674, 5
horas?

d.  (Qué porcentaje de las valvulas duraron entre 650 y 749 horas?
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e.  (Cudantas valvulas duraron menos de 550 horas?
f. (Qué porcentaje de las valvulas duraron mas de 649 horas?

4)  Se realizaron dos experimentos referentes al peso, en Kg,

aplicado sobre una cierta cantidad de tableros

Figura 12.Peso, en Kg.

Peso (Kg) A B
15—19 7 3
20— 24 3 6
25—29 2 8
30—34 11 8
35—39 10 12
40 — 44 7 3
Total 40 40

a)  Grafique el histograma del experimento A.

b)  Grafique la ojiva porcentual del experimento B.

¢) Realice, en un mismo grafico, los poligonos de frecuencia.
d) Realice, en un mismo grafico, las ojivas.

5)  Dado el siguiente Poligono de Frecuencias:

54



Poligono de Frecuencias del Peso de Alumnos

Nimero de Alumnos
4
L

T T T T T T
40 50 (1] 70 8o 20

Peso (kg)

Figura 13.Poligono de Frecuencias.

a)  (Cuadles son los limites reales del cuarto intervalo?

b) Interprete la frecuencia del cuarto intervalo.

c) Interprete el porcentaje de datos que hay en el quinto intervalo.
d) ;Qué porcentaje de pesos es igual o menor que 60, 5 Kg?

e)  (Cuantos pesos son iguales o mayores que 50, 5 Kg?

Solucién
Departamento fi
A 10
CcC 5
M 14
P 11
Total 40

1) a)
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b) Gréfico Circular

M

Personal por departamento

A

mC
Oc

Figura 14.Grdfico Circular.

C) Departamento | fj hi | %
A 10| 025 | 25
cC 5 0.125| 13
M 14| 035 | 35
P 11| 0275| 28
Total 40 1 | 100

Tabla 18. Volumen.

Volumen x; fi h; F; H; Limites reales
6—10 8 1 0037 1 0.037 55—105
11—15 13 2 0074 3 0.111 105—155
16—20 18 6 0222 9 0.333 155 —205
21—25 23 9 0333 18 0.666 205—255
26— 30 28 9 0333 27 0.999 255—305

Total 27 0.999
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2) a)

Histograma y Poligono de Frecuencia

Frecuencia Absoluta

Compras de Materia Prima

10

9 /

/
8
7
A
//
6 A
3 8 13 18 23 28 33
Marcas de clases

b)

d)

e)

Figura 15.Histograma y Poligono de Frecuencia.

Entre 11 y 30 m® se realizaron 26 compras

Entre 16 y 25 m® se realizaron 15 compras

Entre 16 y 20 m® se realizaron un porcentaje de 22,2 % de

compras

En total se realizaron 27 compras
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Tabla 19.Frecuencias.

3) a) Tiempo

Xi fi hi Fi Hi Limites reales
450 — 499 474, 4 0, 4 0, 449,5 — 499,5
5 08 08
500 — 549 524, 5 0, 9 0, 499,5 — 549,5
5 10 18
550 — 599 574, 12 0, 21 0, 549,5 — 599,5
5 24 42
600 — 649 624, 10 0, 31 0, 599,5 — 649, 5
5 20 62
650 — 699 674, 15 0, 46 0, 649,5 — 699,5
5 30 92
700 — 749 724, 3 0, 49 0, 699,5 — 749,5
5 06 98
750 — 799 774, 1 0, 50 1, 749,5 — 799,5
5 02 00
Total 50 1,
00
b)  Qjiva

60

Frecuencia Acumulada

Duracién Valvulas

50 +

40 +

30 L

20 |

4495 4995 549,5 599,5 649,5 699,5 749,5 799,5

Limites Superiores

Figura 16.Duracion de valvulas.

58




¢) 30 % de las valvulas duraron en promedio 674,5 horas
d) 36 % de las valvulas duraron entre 650 y 749 horas

e) 9 valvulas duraron menos de 550 horas

f) 38 % de las valvulas duraron mas de 649 horas

4)  a) Histograma

Experimento A

i
() © N

Frecuencia Absoluta

w

Figura 17.Experimento A.

b)  Ojiva Porcentual
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Figura 18.Experimento B.

¢)  Poligonos de Frecuencia

Figura 19.Experimento AY B.

Serie 1 = Experimento A Serie 2 = Experimento B

d)  Qjivas
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Experimento A y B

45
40

35 /
= e

58 i

20 //

15 //

12 /
oj‘

14,5 19,5 245 29,5 34,5 39,5 445

Frecuencia Acumulada

Limites Superiores

‘ — Serie] s Serie2 ‘

Figura 20.Experimento A Y B.
Serie 1 = Experimento A Serie 2 = Experimento B
5)  a)Los limites reales del cuarto intervalo son 70, 5 — 80, 5

b) 9 alumnos de C. Civil tienen pesos que van desde 71 kilos hasta

80 kilos

9) 28 % de los alumnos pesan mas de 80, 5 kilos y menos de 90, 5
kilos

d)  El12 % de los pesos de los alumnos es igual o menor que 60, 5

kilos
e) 24 alumnos pesan a lo menos 50, 5 Kg
1.6.1 Medidas de tendencia central y de dispersion

En todo analisis y/o interpretacion se pueden utilizar diversas medidas
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descriptivas que representan las propiedades de tendencia central,
dispersion y forma para extraer y resumir las principales caracteristicas
de los datos. Si se calculan a partir de una muestra de datos, se les
denomina estadisticos; si se les calcula a partir de una poblacién se les

denomina parédmetros.
1.6.2 Medidas de tendencia central

La mayor parte de los conjuntos de datos muestran una tendencia a
agruparse alrededor de un punto “central y por lo general es posible
elegir algin valor que describa todo un conjunto de datos. Un valor
tipico descriptivo como ese es una medida de tendencia central o
"posicion”. Las medidas de tendencia central a estudiar son: media

aritmética, mediana y moda.
Media aritmética

La media aritmética (también denominada media) es la medida de
tendencia central que se utiliza con mayor frecuencia. Se calcula
sumando todas las observaciones de un conjunto de datos, dividiendo

después ese total entre el nimero total de elementos involucrados.

Lamedia aritmética de un conjunto de valores X1, Xz, ..., Xn se define
como el cociente entre la suma de los valores y el nimero de ellos. Su
simbolo es x si la media aritmética es de una muestra y u si la media

aritmética es de una poblacion.

a)  Para datos no agrupados:
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X1+Xo++XxXp _ Zn Xi

Media muestral: x = =155 3 M = tamano de la

n

muestra

X1t+x2+:+xpN _ZN Xi

Media poblacional: pu = m =17y

; N = tamaiio de la

poblacion

Ejemplo: Calcular la media aritmética de los siguientes datos
relacionados con las notas de test en Estadistica obtenidas por un cierto

alumno:
45, 80, 56, 35, 25, 90

_ 45+80+56+35+25+90
X = G = 55,17 = 55

el promedio de este test es 55 puntos.
b)  Para datos agrupados:

c) Si los datos estan ordenados en tablas de frecuencia la media

aritmética se obtiene como sigue:

Muestra:

m

X1fi + Xofo + o+ X fim zxifi
fith++fm  &in

X =
i=1
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Poblacion:

m
2
H=LN
=1
Donde:
x; es la marca de clase del intervalo i-ésimo

f es la frecuencia del intervalo i-ésimo

n es el nimero de datos de la muestra y N es el nimero de datos de la
poblacién

m es el nimero de intervalos

Ejemplo Calcular la media aritmética para el peso de 40 trabajadores, segin
tabla adjunta:

Figura 21.Media aritmética.

Peso (Kg) Xi fi xifi
55 — 62 58,5 5 292,5
63— 70 66,5 15 997,5
71—178 74,5 12 894
79 —86 82,5 5 412,5
87— 94 90,5 3 271,5
Total 40 2868

Q

m
x;fi 2868
fzzzm:———:ﬂj 72



El peso promedio de los 40 trabajadores es de 72 kilos
Propiedades de la media aritmética

Propiedad 1: La media aritmética de una constante es igual a la

constante.
Xt X1 Xg X3..Xp
Valores: a a a.. a
_ a+a+a+--a na
X = =—=q
n n
Por lo tanto: X=a

Propiedad 2: La media aritmética de una variable mas una constante

es igual a la media aritmética de la variable mas la constante.
Xt X1 Xy X3.. Xp
y: xi+c x+¢c x3+c..x,+c

_:Z&
V=20

n
=1

_ C (xi+¢c) (p+c)+Op+c)+ -+ (x,+0¢)
y—; n n

Xyt X+ a3t x Enc

n
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=x+c

Propiedad 3: La media aritmética de una variable por una constante es
igual al producto de la constante por la media de la variable.

Z: X1C XpC  X3C.. XuC

X1C + X5C + x3¢ + - + xp,C

Z =
n

e x4 xy)

Propiedad 4 : Media Ponderada

X1 g +xnpt X, n,

X =
Tl1+n2+"'+np

Figura 22.Ventajas y desventajas del uso de la media aritmética.

Ventajas Desventajas

- Estable muestra a muestra - No aplicable a atributos

- Fécil célculo e interpretacion - Influyen en su valor los valores extremos
Ejemplos:

1)  De un grupo de contribuyentes se determind que el promedio
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de impuestos es de $32.200.

Determinar en cada uno de los siguientes casos, la nueva media

aritmética:

a)

Los impuestos aumentan en un 2 %

b) A los impuestos se les disminuye la cantidad de $2.300

¢) A cada contribuyente, se le disminuye un 3 % y ademas se le
condona $2.550

Solucion:

Q) X= 32.200 - 1,02 = 32.844 Lanueva media aritméticaes $
32.844

b) X= 32.200 — 2.300 = 29.900 Lanueva media aritmética es
$29.900

¢) X= 32.200 - 0,97 — 2.550 = 28.684 La nueva media
aritmética es $ 28.684

2) En tres cursos de un mismo nivel los promedios de las
calificaciones fueron5,6; 6,1y 4,9; si los cursos tenian
respectivamente 34 ; 30 y 36 alumnos, determine la calificacion
promedio de los tres cursos.

Solucion:
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5,6(34) + 6,1(30) + 4,9(36) _ 549,8
34+ 30+ 36 100
~ 5,5

X = = 5,498

El promedio de las calificaciones de los tres cursos es 5, 5
Mediana

La mediana es el valor que se encuentra en el centro de una secuencia
ordenada de datos. La mediana no se ve afectada por observaciones
extremas en un conjunto de datos. Por ello, cuando se presenta alguna
informacién extrema, resulta apropiado utilizar la mediana, y no la

media, para describir el conjunto de datos.
Su simbolo es Me.
a)  Mediana para datos no agrupados

Se deben ordenar los datos de forma creciente o decreciente. Para
muestras con un numero par de observaciones, la mediana es el dato
que queda en el centro de dicha ordenacion y para muestras con nimero
impar de observaciones la mediana es el promedio de los dos datos

centrales.
Ejemplos:

1)  Para muestra con nimero impar de datos: Me = Xn+1
2

datos: 4,7, 5,6, 3,2, 7
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datos ordenados:2,3,4, 5,6,7,7=> Me = X741 = x, =5
2

Xn+ Xn
, - S+1
2) Para muestra con ntimero par de datos: Me = 2—2—

2

datos : 12, 15, 14, 16, 11, 10, 10, 13
datos ordenados : 16, 15, 14, 13, 12, 11, 10, 10

y _x§+x§+1_x4+x5_13+12_125
¢TT 2 TT 2 TT 2z T~

a)  Mediana para datos agrupados

donde:

i es el primer intervalo cuya

frecuencia acumulada supera a 2

L; el limite real inferior del intervalo de la mediana.

n es el nmero de datos.

F;_4 es la frecuencia acumulada anterior al intervalo de la mediana.
f; es lafrecuencia absoluta del intervalo de la mediana.

a es la amplitud del intervalo
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Ejemplo Distribucion de frecuencias de la duracién, en horas, de
uso continuo de dispositivos electronicos iguales, sometidos a un

cierto control.

Tabla 20.Frecuencias de la duracion, en horas, de uso continuo de dispositivos

electronicos.

Duracién fi Fi
350 — 399 4 4
400 — 449 6 10
450 — 499 9 19
500 — 549 20 39
550 — 599 31 70
600 — 649 80 150
650 — 699 42 192
700 — 749 10 202
750 — 799 8 210
800 — 849 2 212
Total 212

El intervalo donde se encuentra la Mediana es el primer intervalo en el

cual:

<F,

NS

Enestecaso > == =106 <F, C150= 106<150= 6°

intervaloi = 6

a =50 Me = 5995 + (1";70) .50
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Fs =70 Me = 622 horas

f6 == 80
L6 = 599,5
Moda

La moda es el valor de un conjunto de datos que aparece con mayor
frecuencia. Se le obtiene facilmente a partir de un arreglo ordenado. A
diferencia de la media aritmética, la moda no se afecta ante la
ocurrencia de valores extremos. Sin embargo, s6lo se utiliza la moda
para propositos descriptivos porque es mas variable, para distintas
muestras, que las deméas medidas de tendencia central. Un conjunto de

datos puede tener mas de una moda o ninguna.

Su simbolo es Mo.

Moda para datos no agrupados Ejemplos

1) datos:2,4,5,6,7,7,8,7,6 = Mo =7

2) datos:1,1,3,1,1,2,2,4,2,3,2,5,6=>Mo=1y2
3) datos:0,0,2,3,4,5 =>Mo=0

4) datos:0,1,2,3,4,5 = Mo = no existe

Moda para datos agrupados

Existe mas de una forma de calcular la moda:
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Casoa)MozLi+(di1d)-a
1 2

donde: i es el intervalo de mayor frecuencia absoluta.
L; es el limite real inferior del intervalo que contiene a la moda.

d, es la diferencia entre la frecuencia absoluta del intervalo de la moda

y el intervalo anterior: d; = f; — fi_1

d, es la diferencia entre la frecuencia absoluta del intervalo de la moda

y el intervalo posterior: d, = f; — fi41

a es la amplitud del intervalo.

Casob) Mo =L; + (L) - adonde:

fi—1tfi+1
i es el intervalo de mayor frecuencia absoluta.

Ejemplo Sea la tabla:

Tabla 21.frecuencias por intervalo de duracion.

Duracién fi F;
350 — 399 4 4
400 — 449 6 10
450 — 499 9 19
500 — 549 80 99
550 — 599 31 130
600 — 649 20 150
650 — 699 42 192
700 — 749 10 202
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750 — 799
800 — 849
Total

8 210
2 212
212

Caso a): En este caso, el intervalo de mayor frecuencia absoluta es el

4to=>1i = 4

fa =80 Mo
d; =80 -9 =71 Mo
d, = 80 — 31 = 49

L, = 499,5

a=50

Casob): i =4

f4+1=15=1

fsa1=13=9

Ls =499,5

a=>50

Mo = 4995 + (=) - 50

Mo = 538,25 horas
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Ejercicios

1) En una industria dos operarios en siete dias de trabajo son capaces

de producir, por dia, y en forma individual la siguiente cantidad de

arboles para fresa de 250 mm de longitud por 300 mm de didmetro.

Operario A 105 106 104 102 103 100 101
Operario B 103 102 107 101 105 102 103
Determine:

a)  Produccion media de cada operario.

b)  Moda del operario A.

c¢)  Mediana del operario B.

2) Se hace una encuesta entre 100 personas acerca del nimero de

horas diarias que se dedican a ver television, obteniéndose la

siguiente informacion:

N°de horas fi
0—1 30
2—3 20
4—5 15
6—7 32
8—9 1

100—11 2
Total 100
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Calcular la media, la mediana y la moda (caso a 'y b).

3) De un total de 100 datos, 20 son 4, 40 son 5, 30 son 6 y el resto 7.

Hallar la media y la moda.

4) Cuatro grupos de estudiantes, consistentes en 15, 20, 10 y 18
individuos dieron pesos de 60, 72, 55 y 65 kilos. Hallar el peso medio

de los estudiantes.

5) Las notas de un estudiante en sus certamenes han sido 84, 91, 72, 68,

87 y 78. Hallar la media, la mediana y la moda.

6) La siguiente tabla corresponde a la estatura de 80 estudiantes de una

determinada carrera.

Estatura fi
1,65 —1,69 6
1,70 —1,74 12
1,75—1,79 30
1,80 —1,84 22
1,85—1,89 8
1,90 — 1,94 2

Total 80

Hallar la media, mediana y moda (caso a y b) de la estatura.

7) La oficina de Censo, proporciono las edades de hombres y mujeres

divorciados ( en miles de personas de 15 afios de edad o mas).

Edad Hombre Mujer
15—19 2 2
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20— 24 80
25—29 174
30—34 210
35—39 385
40 — 44 450
45 — 49 295
50 — 54 174
Total 1770

210
303
315
656
656
409
200
2751

Obtener las medidas de tendencia central.

Solucion

1)

a)  x; =103 x5 = 103,3

b)  No hay moda, todos los datos tienen frecuencia uno.

¢ Meg =103

2) x=237 Me=3,5 (Casoa) Mo = 6,21
(Casob) Mo = 5,625

3) x=523 Mo =5
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4) El peso promedio de los estudiantes es 64, 44 kilos.

5 x =80 Me =81 Mo no existe
6) X =1,78 Me =1,78 Mo =1,78
7)

Hombre | Mujer

X 39,14 37,94

Me 39,88 38, 66

Mo (caso a) | 40, 98 39,5

Mo (caso b) | 41, 67 37,88y 41,42

1.6.3 Medidas de dispersion

Una segunda propiedad que describe a un conjunto de datos es la
dispersion. Dispersion es el grado de variacion o diseminacion de los
datos. Dos conjuntos de datos pueden diferir tanto en tendencia central
como en dispersién o dos conjuntos de datos pueden tener las mismas
medidas de tendencia central, pero diferir mucho en términos de

dispersion.
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Ejemplo:

a  2,2,2,22 x=
2

b  1,1,2,33 x=
2

Los estadigrafos de dispersion nos indican si la distribucion o conjunto
de datos forma grupos homogéneos o heterogéneos. Las medidas de
dispersion a estudiar son: rango, desviacion media, varianza Yy

desviacion estandar.
Rango

Indica el numero de valores que toma la variable. El rango es la
diferencia entre el valor maximo y el valor minimo de un conjunto de

datos.
R = xmax — xmin

Si los datos estan agrupados en una tabla de frecuencias, el recorrido es
la diferencia entre el limite real superior del altimo intervalo y el limite

real inferior del primer intervalo.
R = Lmax — Lmin
Ejemplo:

1)  Sea el siguiente conjunto de datos:
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12 15 17 23 25 28

Xmax = 28 Xmin = 12 R = 28 — 12 = 16
2)  Sea la siguiente tabla:
Tabla 22.Peso en kilogramos.

Peso (Kg.) fi
55,0 — 63,0 5
63,1—71,1 15
71,2 —19,2 12
79,3 —87,3 5
87,4 —95,4 3
Total 40

Liin = 54,95 Ly = 94,45
R = 9545 — 54,95

R = 40,5Kg.

El rango mide "la dispersion total" del conjunto de datos. Aunque el

rango es una medida de dispersion simple y que se calcula con facilidad,

su debilidad preponderante es que no toma en consideracion la forma

en que se distribuyen los datos entre los valores mas pequefios y los mas

grandes.

Desviacion Media

Es la media aritmética de los valores absolutos de las desviaciones
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de todos los datos respecto a la media aritmética. Su simbolo es DM.
a)  Desviacion media para datos no agrupados

DM = i=1lx; — x|
n

Ejemplo Obtener la desviacion media para los datos 5, 7, 8, 10, 16

5+7+8+10+16

__ o
x 5
I5—92|+|7—9,2| + |8 —9,2| + |10 — 9,2| + |16 — 9,2|
DM =
5
b — 15,2
5
DM = 3,04

b)  Desviacion media para datos agrupados

teqlx; — xIf;
n

DM =

Donde x; es la marca de clase

Ejemplo Determine la desviacion media de los siguientes datos

agrupados:

Tabla 23.Desviacion Media.

Pesos (Kg.) fi
60 — 62 5
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63 — 65 18

66 — 68 42

69 —71 27

72—174 8
Total 100

Tabla 24.Peso en kilogramos.

Pesos (Kg.) x; fi X x;—X x; — x|f;
-~ fi

60 — 62 61 5 305 6, 45 32,25
63 — 65 64 18 1152 3,45 62, 10
66 — 68 67 42 2814 0,45 18,90
69 — 71 70 27 1890 2,55 68, 85
2—74 73 8 584 5,55 44,40
Total 100 6745 226,5

_ 6745

X = 200 = 67.45

226,5
= 100 = 2,265

Varianza y Desviacion Estandar

Dos medidas de dispersion que se utilizan con frecuencia y que si toman
en consideracion la forma en que se distribuyen los valores son la
varianza y su raiz cuadrada, la desviacion estandar. Estas medidas

establecen la forma en que los valores fluctGan con respecto a la media.
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Varianza

La varianza se define como el promedio aritmético de las diferencias
entre cada uno de los valores del conjunto de datos y la media aritmética

del conjunto elevadas al cuadrado.
Su simbolo es S? si estamos trabajando con una muestra y poblacion.

a)  Varianza para datos no agrupados

?=1(xi —x)

S% =
n—1

Donde x; representa los datos de la muestra

0_2 _ Z?’:l(xi - :u)z
N-1

Donde x; representa los datos de la poblacion
Ejemplo Determine la varianza del siguiente conjunto de datos:
25 12 23 28 17 15

25+12+23+28+17+15_2
2 =

X =

_ (25-20)%* + (12 — 20)* + (23 — 20)* + (28 — 20)* + (17 — 20)* + (15 — 20)*
- 6—1

SZ

, 196 ) .
Se = = = 5% = 39,2 (en unidades al cuadrado)

b)  Varianza para datos agrupados
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Muestra

Y — 0P

n—1

S§? =
Poblacion

02 — ;Zl(xi - l-l)zfl
N-1

donde x; es lamarca de clase.

Ejemplo Considere la tabla con los datos de las edades de 26 personas

Tabla 25.Datos de las edades de 26 personas.

Edades ( aiios) fi
15—20 2
21—26 7
27— 32 8
33—38 5
39—44 4

Total 26

Tabla 26.Frecuencias.

Edades (afios) xi  fi xifi (x; = %)? (xi = X)*f;
15—20 17,5 2 35,0 155, 2516 310, 5032
21—26 23,5 7 164,5 41,7316 292,1212
271 —32 29,5 8 236,0 0, 2116 1,6928
33—38 35,5 5 177,5 30, 6916 153,458
39— 44 41,5 4 166, 0 133,1716 532, 6864

Total 26 779,0 1290, 4616
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_ 779,0 ~
X=—"= 29,96 afnos

_ 1290,4616
- 25

52 = 51,618 (en afios?)

Las formulas anteriores para calcular la VVarianza muestral tienen una

forma abreviada:
Para datos no agrupados donde: x; representa los datos

L x?—n(x)?

n—1

§% =

Para datos agrupados donde: x; representa la marca de clase

_ I (fix?) —n(@?

n—1

SZ
Propiedades de la Varianza
) Var(x)=S52=>0
2) Var(x) = 0six = constante
3)  Var(ax) = a?*Var(x)
4 Var(x+b) =Var(x)
5)  Var(ax + b) = a*Var(x)

6)  Las unidades de medida de la varianza son las unidades al

cuadrado de los datos.
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Ejemplo: De un grupo de contribuyentes se determind que el
promedio de impuestos es de $32.200, con una varianza de $7.600.

Determinar en cada uno de los siguientes casos, la nueva varianza:
a) Los impuestos aumentan en un 2 %
b) A los impuestos se les disminuye la cantidad de $2.300

¢) A cada contribuyente, se le disminuye un 3 %

y ademas se le condona $2.550
Solucion:
a)  Var(x)=7.600 - (1,02)> =7.907 Lanueva varianzaes $7.907
b) Var(x)=7.600 Lanueva varianzaes $7.600

¢) Var(x) = 7.600 - (0, 97)> = 7.150, 8 La nueva varianza es
$7.150,8

Desviacion Tipica o Desviacion Estandar

Es la raiz cuadrada positiva de la Varianza. Su simbolo es S si se est4
trabajando con una muestra y es o Si se estd trabajando con una

poblacion.

a)  Desviacion estdndar para datos no agrupados

Z?:l(xi_f)z

n-1

S = donde x; representa los datos de la muestra.
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_ Z?Izl(xi_#)z i =z
o= |77 donde x; representa los datos de la poblacion.

Ejemplo Para el conjunto de datos 25, 12, 23, 28, 17, 15 donde se

obtuvo que su varianza era

§2 = 39,2; tendremos entonces que su desviacion estandar es:
S =+/39,2 = 6.26 (unidades)

Desviacion estandar para datos agrupados

Muestra

n—1

Szjzgwrwﬁﬁ

Poblacion

PG —w
N-1
donde x; es la marca de clase.

Ejemplo

Para el ejemplo de los datos tabulados sobre las edades de 26 personas
se obtuvo como varianza S? = 51, 618; luego su desviacion estandar

sera;
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S =4/51,618 = 7,18 (afios);Qué indican la Varianza y la Desviacién

Estandar?

La varianzay la desviacion estandar miden la dispersion "promedio™ en
torno a la media aritmética, es decir, como flucttan las observaciones
mayores por encima de la media aritmética y como se distribuyen las

observaciones menores por debajo de ella.

La varianza tiene ciertas propiedades matematicas Utiles. Sin embargo,
al calcularla se obtienen unidades al cuadrado cm?, pulgadas?, mm?,
(edades)?, (horas)?, etc. por ello, en la practica, la principal medida de
dispersion que se utiliza es la desviacion estandar, cuyo valor esta dado
en las unidades originales: cm, pulgadas, mm, edades, horas, etc.

En los ejemplos anteriores:

a) Para la muestra de datos: 25, 12, 23, 28, 17, 15 se obtuvo por

desviacion estandar:

S = 6, 26 (unidades). Esto indica que la mayor parte de los datos de
esta muestra se agrupan dentro de 6, 26 unidades por encima y por
debajo de la media aritmética, es decir, entre 20 — 6,26 = 13,74 y
20 + 6,26 = 26,26

b) Para el caso de los datos tabulados correspondientes a las edades de
26 personas, se obtuvo una desviacion estandar de S = 7, 18 afios. Esto
indica que la mayor parte de los datos estan agrupados entre 29,96 —

7,18 = 22,78 anosy 29,96 + 7,18 = 37,14 afos.
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Tabla 27.Desviacion estandar.

Edades ( aios) fi
15—20 2
21— 26 7
27— 32 8
33 —38 5
39 —44 4
Total 26

Criterio de Homogeneidad

Una distribucién se considera homogénea, si la desviacion estandar se
encuentra entre la quinta y la cuarta parte del rango. Si no es asi,

entonces se considera que la muestra es heterogénea.
a) Para la muestra de datos: 25, 12, 23, 28, 17, 15
R = 28 — 12 = 16 S = 6,26
[5,5] = [3,2;4,0]
5'4
S¢ [3,2;4,0]
Por lo tanto, la muestra es heterogénea.

b) Para el caso de los datos tabulados de las edades de 26 personas
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Tabla 28.Desviacion estandar.

Edades ( afios) fi
15—20 2
21—26 7
21— 32 8
33—38 5
39 —44 4

Total 26

R = 44,5 — 14,5 = 30(afios) S = 7,18 (afios)
R R
—,—|=16;75
53] =tes7s
Se [6;7,5]
Por lo tanto, la muestra es homogénea.

Observaciones:

1)  Cuanto mas separados o dispersos estén los datos, es decir, para
muestras heterogéneas, tanto mayores seran el rango, la varianza

y la desviacion estandar.

2) Si los datos estan méas concentrados, es decir, para muestras
homogéneas, tanto menores seran el rango, la varianza y la

desviacion estandar.

3)  Si todas las observaciones son iguales (de manera que no haya

variacion en los
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4)  datos), el rango, la varianza y la desviacion estandar seran iguales

a CCro.

Ejercicios

1)  En una industria dos operarios en siete dias de trabajo, son

capaces de producir, por dia, y en forma individual la siguiente

cantidad de arboles para fresa de 250 mm de longitud por 300 mm

de diametro.

Tabla 29.Cantidad de drboles para fresa de 250 mm de longitud por 300 mm de

diametro.
Operario A 105 106 104 102 103 100 101
Operario B 103 102 107 101 105 102 103
Determine:

a) Rango del operario A y del operario B
b) Varianza del operario A.
c) Desviacion estandar de ambos operarios.

d) ¢(Son las muestras homogéneas?

2) Se hace una encuesta entre 100 personas acerca del niimero de

horas diarias que se dedican a ver television, obteniéndose la siguiente

informacion:
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Tabla 30.Encuesta a 100 personas.

N°de horas fi
0—1 30
2—3 20
4—5 15
6—7 32
8—9 1

10—11 2
Total 100

Calcular la varianza y la desviacion estandar.

3) De un total de 100 datos, 20 son 4, 40 son 5, 30 son 6 y el

resto 7. Hallar la desviacion estandar.

4) Cuatro grupos de estudiantes, consistentes en 15,20, 10y 18
individuos, dieron pesos de 60, 72,55y 65 kilos. Hallar la varianza

de los estudiantes.

5) Las notas de un estudiante en sus certamenes han sido 84, 91, 72,

68, 87 y desviacion estandar. Las notas, ;son homogéneas?

6) La siguiente tabla corresponde a la estatura de 80 estudiantes de una

determinada carrera:
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Tabla 31.Estatura de 80 estudiantes.

Estatura fi
1,65—1,69 6
1,70 —1,74 12
1,75—1,79 30
1,80 —1,84 22
1,85—1,89 8
1,90 — 1,94 2

Total 80

Hallar rango, varianza y desviacion estandar de la estatura.

7) La oficina de Censo, proporcioné las edades de hombres y mujeres

divorciados (en miles de personas de 18 afos de edad o mas).

Tabla 32.Edades de hombres y mujeres divorciados.

Edad Hombre Mujer
15—19 5 9
20 — 24 80 210
25—29 174 303
30—34 210 315
35—39 385 656
40— 44 450 656
45 —49 295 409
50 — 54 174 200

Total 1773 2758

Obtener las medidas de dispersion (rango, varianza y desviacion
estandar) tanto para los hombres como para las mujeres. Determine,

ademas si las muestras son homogéneas o no.
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Solucion

1)

a) Ry = 6 Ry = 6
b) sz = 4,67

c)S,= 2,16 Sg = 2,06

d) Ambas muestras no son homogeéneas.

2) =171 s = 2,68
3) s=0,9
4 §2=37,67
5 s=28§,92 Las notas no son homogéneas
6) R =0,3 s? =0,0033 0,
057
Hombres Mujeres
R 40 40
$2 64,03 67,68
S 8 8,23
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Ambas muestras son homogéneas.
1.6.4 Ejercicios de Repaso

1)  En una encuesta realizada a 25 personas en la ciudad de Quito,
sobre su equipo de futbol preferido, se obtuvieron los siguientes
resultados:LDU, Nacional, U. Catoélica, Barcelona, Nacional,
LDU, Nacional,Nacional, LDU, Nacional, U. Catodlica,
Barcelona, Nacional, LDU, LDU, LDU, Nacional, U. Catélica,
Barcelona, Nacional, LDU, U. Catolica, Nacional, LDU,

Independiente del Valle

a)  Construya una tabla para la informacion obtenida

b)  Construya un grafico adecuado para la informacion dada

c¢)  ¢Cuantas personas son hinchas de Nacional?

d)  (Qué porcentaje de personas prefiere a LDU?

e)  (Que porcentaje de encuestados no es hincha de Barcelona?

2)  Los salarios ofrecidos a 16 personas son (en dolares por semana):
165 149 166 167 154 165 144 135
155 170 150 151 142 148 149 100

Determine e interprete para la muestra:

a)  Media aritmética
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b) Moda

¢)  Mediana

3) Los impuestos pagados por un grupo de contribuyentes han

dado origen a la siguiente tabla de frecuencia:

Tabla 33.Impuestos pagados por un grupo.

Monto de impuestos en miles

N° personas

1-20 4
21-40 15
41 - 60 21
61 - 80 18
81 - 100 2

Total 60

Determine:

a)  Desviacion Estandar Muestral y explique su significado

b)  Determine si la muestra es homogénea o heterogénea. Justifique

su respuesta.

1.6.5 Solucion:

1) a) Categorias fi F; h; H;
LDU 8 8 0,32 0,32
Nacional 9 17 10,36 0, 68
U. Catdlica 4 21 | 0,16 0,84
Barcelona 3 24 | 0,12 0,96
Independiente del| 1 25 | 0,04 1,00
Valle
Total 25 1,00

b)
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Frecuencia de Preferencia de Equipos

Namero de Personas (Frecuencia)

U. Catslica
Equipo de Fatbol

Figura 23.Frecuencia de preferencia de equipos.

¢)  Las personas hinchas de Nacional son 9

d)  El porcentaje de personas que prefiere a LDU es 32 %

e)  Elporcentaje de personas que no prefiere a Barcelona es 88 %
2)

a) x = 150, 625 El salario promedio es de $ 150,625

b) Me = 150,5 El 50 % de las personas tiene un salario superior a

$150,5
¢) Mo = 149y 165 Los salarios mas comunes son $ 149y § 165
3)

a) S =19, 655 La desviacion estandar es un estadistico que nos indica
que tan dispersos estan los datos, con respecto a la media
aritmética.
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b) Los datos no son homogeéneos.
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CAPITULO 11

2 PROBABILIDADES
2.1 Elementos de Probabilidades

Los primeros estudios de probabilidad fueron motivados por la
posibilidad de acierto o fracaso en los juegos de azar. La probabilidad
es un mecanismo por medio del cual pueden estudiarse sucesos
aleatorios, es decir, operaciones cuyo resultado no puede ser predicho
de antemano con seguridad. Por ejemplo, el lanzamiento de una

moneda.
Enfoques de probabilidad

1) Experimento aleatorio o experimento: cualquiera operacion cuyo

resultado no puede ser predicho de anterioridad con seguridad.
Ejemplo:
a) lanzamiento de una moneda
b)  lanzamiento de un dado
c)  extraccion de una carta de una baraja de 52 cartas

2)  Espacio muestral: es el conjunto de todos los posibles resultados
asociados a un experimento. Su simbolo es (). Si el espacio muestral
tiene un numero finito de elementos o infinito numerable, entonces se
dice que éste es discreto y si el espacio muestral tiene como elementos

todos los puntos de algiin intervalo real, entonces se dice que éste es
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continuo.
Ejemplo:
a) experimento: lanzamiento de un dado
Q = {1,2,3,4,5,6}
b)  experimento: tiempo de duracidon de un tubo fluorescente
Q= {t,t 20}

3)  Evento o suceso: es cualquier subconjunto de un espacio
muestral. Todo subconjunto es un evento, en particular () mismo es un
evento, llamado suceso seguro y el conjunto vacio, @, también es un

evento, llamado suceso imposible.

Ejemplo:

A = {obtener un numero impar al lanzar un dado}

A = {1,3,5}

B = {obtener al menos una cara al lanzar una moneda dos veces}
B = {ss,ss,ss}

Como los eventos son subconjuntos de Q, entonces es posible aplicar la

teoria de conjuntos para obtener nuevos eventos.

Si Ay B son eventos, entonces también loson A U B,A N B, A€
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A U B ocurre si, y sélo si solo ocurre A o s6lo ocurre
B uocurren Ay B alavez.

A N B ocurre si, y s6lo si ocurre A y ocurre B a la vez.
A€ ocurre si, y s6lo si no ocurre A.

En todo experimento aleatorio Q se considera el conjunto universal,

por lo tanto, complementos son tomados respecto a Q.Ejemplo
Considere el experimento lanzamiento de dos dados.

a)  Determine el espacio muestral

b)  Obtenga los siguientes eventos:

A = {lasuma de los dos nimeros es un multiplo de dos}

B = {ambos dados muestran la misma cara}

C = {los dos numeros son primos}

D = {laresta de los dos numeros es divisible por tres}

9) Encuentre, si es posible, A U B,C n D,B¢,B¢ n C¢
(/L)) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5 (1,6)\)
2,1 (22) 23) (24) (25 (26)
31 32 33 B4 35 @36)
41 42) 43) 44 45 “46)

51) G2) (3) (4) (5 (56)
\\(6,1) (6,2) (63) (64) (6,5) (6,6)/)

100



31 B33 (B35 42 (44 e6)

(1L,1) (1,3) (15 (22) (24) (26)
b) A=
1) (53) (55) (62) (64) (66)

B ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4), (5,5, (6,6)}

2,2) 23) (2,5
c=<@32) (33 (35

(5,2) (53) (5)5)
D = {(1,4),(2,5),(3,6),(4,1),(5,2),(6,3)}
) AUB=A

CNnD={(25),(5,2)}

B¢ ={(x,y)/x # y}

24) (26) 31 (4 @B6) 41
42) (43) (45 46) (B1) (54

(1,2) (13 (14 @5 @6) (21)
BC ) < >
5,6) (61) (62) (63) (64) (6,5)

2.1.1 Concepto de probabilidad en espacio finito equiprobable

SiQ es un espacio muestral con n elementos, entonces la
probabilidad de un evento A es el cociente % donde m es el nUmero

de elementos de A

m

Esto se denota: P(4) = —

n
Ejemplo
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Q = {lanzamiento de un dado} = Q=

{1,2,3,4,5,6}
A = {aparece un multiplo de tres} = A ={3,6}

Definicién: Diremos que dos eventos A y B son mutuamente
excluyentes o disjuntos si no pueden ocurrir juntos, es decirAN B =

0]

Por ejemplo,

Q = {lanzamiento de un dado} =0 ={1,2,3,4,5,6}
A = { aparece un multiplo de tres } = A= {3,6}

B = { aparece unmdultiplode cuatro} = B = {4}

Luego, A y B son eventos disjuntos, porque AN B =0

2.1.2 Axiomas de probabilidad

Sea Q un espacio muestral y sean A 'y B dos eventos cualesquiera de

este:

Axiomal: P(Q)) = 1

Axioma2: P(A) = 0 VA CQ

Axioma3: P(A U B) = P(A) + P(B) AnB =9

En general, P U2Z.A; ) = P(A) + P(4y) +
P(A3) + ...+ P(4;) con
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AiNnA; =0 VieEj

De estos tres axiomas fundamentales es posible determinar algunas

propiedades y consecuencias:
Teoremal:
a) P(@) =0
Demostracion
Q=QuUdg
P(Q) = P(Q U @)
P(Q) = P(Q) + P(D)
1=1+0
0 = P
puesQ NP =@
b) P(A°) = 1 — P(4)
Demostracion
Q=AU A°
P(Q) = P(A U A°) P(Q) = P(A) + P(A°)
1 = P(A) + P(49)
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©)

Demostracion

Corolario

0 < P(A)

Demostracion

SiA <

1 — P(A) = P(A°)
puesA N A = @

B, entonces P(A) < P(B)

=]

O

B=AuU (B - A4

P(B) = P[A U (B — A)]
P(B) = P(A) + P(B — A)

Luego,P(A) < P(B)

puesAN(B—A)=0

<

1

104



P(@) < P(A) < P(Q))
0<PA)<1

Teorema 2:

o) P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A n B)

E
.

Demostracion
AUB = AU (B - 4)
P(AU B) = P[A U (B — 4)]
P(AU B) = P(4) + P(B — A)
puesd N (B —A) =@

P(AuU B) — P(A) = P(B — A1)
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Por otro lado

B=((ANB) U B- A
P(B) = P(A N B) + P(B — A)
pues(ANB)YN (B —A) =0
P(B) — P(AN B) = P(B — 4) @)
de (1)y ()
P(A U B) — P(A) = P(B) — P(A n B)

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B)
A
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bP(A — B) = P(A) — P(A n B)

Demostracion
AUB = (A-B)UB

P(A U B) = P[(A — B) U B]P(A) + P(B) — P(A N B)
= P(A — B) + P(B) P(A) — P(A n B)
= P(A—Bpues(A—B)NB =90

Corolario

P(AUBUC) =P(A) + P(B) + P(C) — P(ANnB) — P(A
NC) — P(BNC) + P(ANB n C)

A,

Demostracion

AUBUC=(AUB)UC
P(AUBUC) = P[(AVU B) U (]

= P(AU B) + P(C) — P[(A U B) n (]
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= P(A) + P(B) — P(ANB) + P(C) — P[(ANC) U (B
n C)]

= P(A) + P(B) — P(A N B) + P(C) — [P(A N C) + P(B
nC)—PANBn 0]

= P(A) + P(B) + P(C) — PANB) — PANn C) — P(B
NC)+ P(ANBNOC

Teorema3:
Sea Q un espacio muestral y Auneventode Q) , A € Q , entonces

P(A) = P(Ay) + P(4;) + P(A3) +...+P(Ay)

k
- ZP(Ai)

Donde A; son eventos disjuntos cuya union es A
Demostracion
A= A UA, UA; U..UA
P(A) = P(A; U A, U 43 U...U 4))

P(A) = P(Ay) + P(Ay) + P(A3) +...+P(Ar pues 4; N

k
P(A) = ) P(4)
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Ejemplos

1) Suponga que A y B son eventos para los cuales P(A) =

X
2) PB) =yyP(ANB) = x.

3) Determine:

a) P(A° U B®)
b) P(A° U B)
c) P(A° n B)
d) P(A° N BY)
N =]
Solucion

a) P(A° U B°)

= P[(4 n B)‘]
=1-PAnNB)
=1-x
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b) P(A° U B)

P(A°N B)
= P[(4 — B)]
=1- P — B)
=1 — [P(A) — P(A n B)]
=1-—x+x
= P(B — A)
= P(B) — P(A n B)
-y — x
¢) P(A° N BS)
= P[(A U B)‘]
=1—-P(AUB)
=1 - P(4A) — P(B) + P(A N B)
=1-x—-y+x

4)  De la produccion de tornillos de cierta magnitud resulta que el 5
% de ellos no tienen el largo especificado, el 7 % no tienen el
didmetro especificado y el 2 % tiene ambos defectos. Se elige un

tornillo al azar de la produccion de estas magnitudes. ;Cual es la
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probabilidad que:

a) tenga al menos uno de los dos defectos.
b)  tenga sélo el defecto del largo.

c) tenga sdlo uno de los dos defectos.

d) no tenga defectos.

Solucion

A = {tornillos con defecto del largo}

B = {tornillos con defecto del didmetro}

2

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(4 n B)
= 0,05 + 0,07 — 0,02

= 0,10

La probabilidad de que tenga al menos uno de los dos defectos es de
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0,10
a) P(A — B) = P(4) — P(A n B)
= 0,05 — 0,02
= 0,03
La probabilidad de que tenga solo el defecto del largo es de 0,03

bP(A — B) + P(B — A) = (0,03) + [P(B) —
P(A n B)]

= 0,03 + 0,07 — 0,02
= 0,08
La probabilidad de que tenga s6lo uno de los dos defectos es de 0,08
¢) P(AUB)X =1- P UB)
=1-0,10
= 0,90

La probabilidad de que no tenga defectos es de 0,90

La alimentacion de cierta especie se considera completa si cada

individuo consume tres tipos de alimentos en cantidades adecuadas. En

una poblacion se encontrd que el 75 % consume alimento tipo A, el 70

% alimento tipo B, el 50 % alimento tipo C, el 50 % alimento tipo A y

B, el 30 % alimento tipo A y C, el 30 % alimento tipo By Cyel 15 %
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consume de los tres tipos de alimentos. Se elige un individuo al azar en

la poblacidn, calcular la probabilidad que:

a)  consuma soOlo alimento tipo C.

b)  consuma sélo un tipo de alimento.

¢)  consuma al menos dos tipos de alimentos Solucion

M = {individuo de la poblacién que consume alimento tipo A}

N = {individuo de la poblacion que consume alimento tipo B} Q =

{individuo de la poblacion que consume alimento tipo C}

MN

Q2

a)  La probabilidad de que un individuo s6lo consuma alimento tipo

Cesde 0,05

b)  La probabilidad de que un individuo consuma sélo un tipo de

alimento es de 0,20.
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¢)  Laprobabilidad de que un individuo consuma al menos dos tipos

de alimentos es de 0,80.
Ejercicios
1)  Si A,By C son eventos mutuamente excluyentes, y
P(A)0,2;
P(B) = 0,3; P(C) = 0,2
Encuentre:

A)P(AUB U C) b) Placn
(BUC)]

c)P(BUC)

2) Sean Ay B eventos tales que P(4) = %; P(B) = g; P(ANB) =

=, calcule:
a) P(A°)
b) P(B°)
c) P(A U B)
d) P(A — B)
e) P(A¢ U B°)
0 P(Ac N Bc)
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De un total de 500 estudiantes, se encuentra que 210 fuman, que 258
toman bebidas alcoholicas, que 216 toman alimentos entre comidas, que
122 fuman y toman bebidas alcoholicas, que 83 toman alimentos entre
comidas y también bebidas alcohdlicas, que 97 fuman y toman
alimentos entre comidas y que 52 practican estos tres dafiinos habitos.
Si se escoge aleatoriamente a un miembro de esta generacion, encuentre

la probabilidad de que el estudiante:
g)  fumen, pero no tome bebidas alcohdlicas.

h)  tome alimentos entre comidas e ingiera bebidas alcoholicas, pero

no fume.
1)  no fume y no tome alimentos entre comidas.

3) La probabilidad de que una industria XX se ubique en la ciudad
A es de 0,7; de que se localice en la cuidad B es de 0,4 y de que se
encuentre en A o en B, o en ambas es de 0,8. ;Cual es la probabilidad

de que la industria se localice:
a)  enambas cuidades?.
b)  enninguna de ellas?.

4) En una bolsa hay 36 fichas numeradas del 1 al 36,
respectivamente. Si se extrae una ficha, calcular la probabilidad de que

la ficha extraida sea:

a)  unnuamero par b) un nimero
primo
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) un maltiplo de 5 d) un namero

terminado en 2

e) un numero divisible por 6 f) un ndmero

impar mayor que 20.

Solucion

1)

a) P(AUBUC) = 0,7
b) P[A*Nn(BUC)]=0,5

b)P(BUC) = 0,5

2)
a) P(A%) =5

b) P(B®) =2

0) P(AUB) = é

d) P(A—B) =1

e) P(A° U B°) =Z
f) P(A° N B°) =15—2
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3)

a) La probabilidad de que fumen, pero no tome bebidas alcoholicas

88
€S —
500

b) La probabilidad de que tome alimentos entre comidas e ingiera

. i1 31
bebidas alcoholicas, pero no fume es =00

c¢) La probabilidad de que no fume y no tome alimentos entre

) 171
comidas es —
500

4)
a.  Laprobabilidad de que la industria se localice en ambas ciudades
es0,3

b.  La probabilidad de que la industria no se localice en ninguna de

ellas es 0,2
5)

a.  Laprobabilidad de que la ficha extraida sea un nimero par es %

o . , : 11
La probabilidad de que la ficha extraida sea un nimero primo es;;

La probabilidad de que la ficha extraida sea un multiplo de 5 es

La probabilidad de que la ficha extraida sea un nimero terminado
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1
en2es-—
9

b)

La probabilidad de que la ficha extraida sea un nimero divisible

1
por 6 es .

¢)

La probabilidad de que la ficha extraida sea un nimero impar

mayor que 20 es %

2.1.3 Probabilidad Condicional

Cuando se esta calculando la probabilidad de un evento A en particular,
y se tiene informacién sobre la ocurrencia de otro evento B, esta
probabilidad se conoce como probabilidad condicional, la cual se
denota por P(A/B), se lee "probabilidad de A dado B" y se define

como:
__ P(ANB)
P(A/B) = @, con P(B) #0
Las probabilidades condicionales satisfacen los axiomas de
probabilidad

) P(Q/B) = 1

P(QN B)
P(Q/B) = NGO

_ P(®B)

"~ P(B)

=1
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2) P[(A vV C)/B] = P(A/B) + P(C/B)
ANC =090

P[(AU C)nB]

P[(A vV C)/B] = P(B)

_P[(AnB)u (CnB)]
B P(B)

_P(ANB) P(CNB)
“TP® P

P(A/B) + P(C/B)
Ejemplos

1) La probabilidad de que un vuelo de programaciéon regular
despegue a tiempo es P(D) = 0,83 ; la que llegue a tiempo es

P(A) = 0,82 y la que despegue y llegue a tiempo es
P(D n A) = 0,78 . Encuentre la probabilidad de que el avion:
a)  llegue a tiempo dado que despego a tiempo
b)  despegue a tiempo dado que llego a tiempo
Solucion
D = { despegar a tiempo}
A = { llegar a tiempo}
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P(AND
Y p(a/p) =255
0,78
iy i 0.94

La probabilidad de que el avion llegue a tiempo dado que despegd a

tiempo es de 0, 94 .

P(AND)

POO/A) = —5 55

=——=10095

La probabilidad de que el avion despegue a tiempo dado que llegd a

tiempo es de 0,95.

1)  En una oficina hay 100 méquinas calculadoras, algunas de ellas
son eléctricas (E) mientras que otras son manuales (M). De ellas unas
son nuevas (N) y otras usadas (U). El nimero de maquinas por categoria

estd dado en la siguiente tabla:

Tabla 34.Numero de mdquinas por categoria.

E M Total
N 40 30 70
U 20 10 30

Una persona entra a la oficina y escoge una maquina al azar, descubre

que es nueva. ¢Cuél es la probabilidad que sea eléctrica?
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P(ENN)

P(E/N) = BN
40/100 4
~70/100 7

La probabilidad es de 0,57.

Un grupo de 500 ejecutivos es clasificado de acuerdo a las
caracteristicas del peso y a la incidencia del peso en la hipertension.

Se da la siguiente tabla:

Tabla 35.Caracteristicas del peso y a la incidencia del peso en la hipertension.

Sobre peso Peso normal Bajo peso Total
(SP) (PN) (BP)
Hipertenso (H) 50 40 10 100
No hipertenso 75 225 100 400
(H®)
Total 125 265 110 500

a)  (Cudl es la probabilidad de que una persona elegida al azar sea

hipertensa?

b)  Una persona elegida al azar tiene sobrepeso. ;Cual es la

probabilidad que también sea hipertensa?

c¢)  Una persona elegida al azar no es hipertensa. ;Cual es la

probabilidad de que tenga peso normal?

Vo opay) ==t
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La probabilidad de que una persona sea hipertensa es de 0,20 .

P(HNSP)

b)  P(H/SP)) = = >

50

_ 500
~ 125
5005

2
5
La probabilidad de que una persona con sobrepeso sea también

hipertensa es de 0,40 .

P(NNH®)

0) PNIH) = 2002

La probabilidad de que una persona no hipertensa tenga también peso

normal es de 0,5625 .

Uno de los usos mas frecuentes de la probabilidad condicional es dar
un procedimiento fécil para asignar probabilidades a intersecciones de
eventos. Del concepto de probabilidad condicional es posible encontrar
una expresion util, llamada regla del producto, para la probabilidad de

interseccion de eventos, esta es:
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P(ANB)

P(AIB) = —5 s

|P(AB) = P(A|B) - P(B)|

P(ANBNC)=P(A|IBNC)-P(BNC)
=P(A|BNC)-P(B|C) - P(C)
PANBNCND)=PAIBNnCND)-P(BNCND)
=P(AIBNnCnD)-P(BICND)-P(CND)
=P(A|IBNCND)-PBICND)-P(C|D)-P(D)
Ejemplos:

Se seleccionan 2 fichas al azar, sin reemplazo, de una urna que contiene

4 blancas y 8 negras. Calcular la probabilidad de que:
a) ambas sean blancas.

b) lasegunda sea blanca.

a) B = {fichas blancas}

N = {fichas negras}

4 8

P(B; N By) = P(By) - P(B,|B;)

123



La probabilidad de que ambas fichas sean blancas es de 0,09

1
P(B; N B;) + P(N; N By) = — + P(Ny) - P(B,|N,)

11

1 8 4
11 12 11
-1

3

La probabilidad de que la segunda ficha sea blanca es de 0,33 .

1)

d)

Una caja de fusibles contiene 20 unidades, de las cuales 5 son
defectuosas. Si tres de estos fusibles son tomados al azar, en

sucesion y sin reemplazo.
(Cuadl es la probabilidad que los tres sean defectuosos?

Si en cada una de las dos primeras se extrajo un defectuoso.

(Cual es la probabilidad que el tercero extraido sea bueno?

Si los dos primeros estaban buenos. ;Cudl es la probabilidad

que el tercero extraido sea defectuoso?

(Cuadl es la probabilidad que los dos primeros sean buenos y el

tercero defectuoso?
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D = {fusible defectuoso}

Dc = {fusible no defectuoso}

5 15
—— )y — —
PD) =55  PD) =

P(Dl NnD, N D3) = P(D1) : P(D2|D1) : P(D3|D1 N Dz)

5 4 3 1

20 19 18 144

La probabilidad es de ——

15
P(DS / D1NDy)=—

18
La probabilidad es de un 0, 83.
P(Ds/Df ND§) = >

La probabilidad es de un 0, 27.

P(Danzan3):

P(D5) - P(D3|D5) - P(D3|D 10 D7)

20 19 18
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_ 35
228

La probabilidad es de un 0, 1535 .

Ejercicios

1)

La probabilidad de que un automévil al que se le llena el tanque

de gasolina necesite también un cambio de aceite es de 0,25; la de que

requiera un nuevo filtro de aceite es de 0,40 y de que le haga falta tanto

cambio de aceite como de filtro es de 0,14.

a)

b)

2)

Si se debe cambiar el aceite, jcudl es la probabilidad de que

necesite un filtro nuevo?

Si se necesita un filtro nuevo, ¢cudl es la probabilidad de que

requiera un cambio de aceite?

Para parejas de casados que viven en una cierta ciudad de los
suburbios., la probabilidad de que el esposo vote en alguna
eleccion es de 0,21, la de que su esposa lo haga, de 0,28 y la de
que ambos voten, de 0,15. ;Cudl es la probabilidad de

al menos un miembro de la pareja de casados vote?
vote la esposa, dado que su esposo lo hace?
vote un esposo, dado que su esposa no lo hace?

De una caja que contiene 6 pelotas negras y 4 verdes,

se sacan tres en sucesion, reemplazandose cada pelota en la
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4)

d)

f)

caja antes de extraer la siguiente.
(Cual es la probabilidad de que las tres sean del mismo color?

(Cual es la probabilidad de que primera pelota sea negra, el

segundo verde y la tercera negra?

Repita las mismas preguntas anteriores, pero asuma que no hay

reemplazo.

Una urna contiene 7 bolas rojas y 3 bolas blancas. Se sacan
3 bolas de la urna. Hallar la probabilidad de que las dos

primeras sean rojas y la tercera blanca.
las bolas se devuelven a la urna.
las bolas no se devuelven a la urna.

En cierta facultad, 25 % de los estudiantes perdieron matematicas,
15 % perdieron quimica y 10% perdieron las dos. Se selecciona

un estudiante al azar.

Si perdid quimica, ;cuadl es probabilidad de que perdid

matematicas?

Si perdid6 matemadticas, ;jcual es probabilidad de que perdio

quimica?

(Cual es probabilidad de que perdi6 matematicas o quimica?

Sean A y B eventos conP(A) = %, P(B) = g, P(ANB) = iHallar:
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2

h)

5)

6)

7)

P(4/B)
P(B/A)
P(A U B)
P(A°/B°)
P(B¢/A°)

A un jugador le reparten 5 cartas de una baraja corriente de 52

cartas. /Cual es la probabilidad de que todas sean corazones?

Una clase tiene 15 nifias y 19 nifios. Si se escogen tres

estudiantes al azar. ;Cudl es la probabilidad de que:
todos sean nifios.

todos sean nifias.

al menos uno sea nino

dos sean mujeres.

al menos dos sean nifos.

Se estima que la probabilidad de que aumenten las ventas de
automoviles en el siguiente mes es de 0,40. Se estima que la
probabilidad de que aumenten las ventas de refacciones es de
0,30. Se estima que la probabilidad de que ambas industrias

experimenten un aumento en ventas es de 0,10. ;Cuadl es la

128



probabilidad de que:

a)  hayan aumentado las ventas de automoviles durante el mes, dado
que existe informacion de que han aumentado las ventas de

refacciones?

b) hayan aumentado las ventas de refacciones, dado que existe
informacion de que aumentaron las ventas de automoviles

durante el mes?

Solucion
1) A = {cambio de aceite} B = {nuevo filtro}
a) P(B/A) = 0,56b) P(A/B) = 0,35

2) A = {esposo vota} B = {esposa vota}
a) P(A U B) = 0,34 b) P(B/A) = 0,71
¢)P(A/Bc) = 0,08

3) N = {pelota negra} V =
{pelota verde}

7

18
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4)

5)

d)

1

1

R = {pelotaroja} B = {pelota blanca}
P(RyNR,NB3) = 147
L1000
126
P(RlnRan3) =m

A = {perder matematicas} B = {perder quimica

2

P(A|B) =2

P(BlA) =2

P(AUB) =03
P(AIB) ==
P(B|A) =~
P(AUB) = %
P(A°|BY) =2
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e) P(BYAY) =2

7y P(C;NnC,NC3NC,sNCs) = 0,005
8) A = {nifas} B = {nifos}

a. P(B;NB,NB3)=0,16

b. P(4,NnA,NA;) =0,08

c. 3P(BiNA;NA;)+3P(ByNB,NA3;)+P(B,NB,NB;3) =
0,92

d. 3P(B;NA,NA3) =033
e. 3P(BynB,NA3;)+P(B;NB,NB;)=0,59

9) A = {aumento venta de automoviles}B = {aumento ventas de refacciones

1
PAIB) = 3
1
P(BIA) = 3

Teorema: (Probabilidad total)} Suponga que los eventos A4, 4,, ..., Ay
forman una particion de Q es decir que P(E) =YK, P(4;) - P(E|A)

2.1.4 Teorema de Bayes

Si A, A,, ..., Aj es una particion de Q, es decir, A UA, U ..U 4, =,

A; #0yA;NA; =@ Vi+#j. Entonces para cualquier evento B C
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se tiene: P(4;|B) = P(4inB)

P(B)
P(AB) P(BNA;)
(41B) = PBNA;)+P(BNA,)+ - +P(BNAY
P(4,|B) = P(B|A;) - P(A;)
U7 P(BIAy) - P(Ay) + P(BIAy) - P(Ay) + -+ P(BlAy) - P(4y)
Ejemplos:

1)  La probabilidad de que Alicia estudie para su examen final de
Estadistica es 0,2. Si estudia la probabilidad de que apruebe el

examen es 0,8, en tanto que si no estudia la probabilidad es 0,5.
a)  (Cudl es la probabilidad que Alicia apruebe estadistica?

b)  Dado que Alicia aprobd su examen. ;Cual es la probabilidad de

que haya estudiado?
E = {Alicia estudia}
E°€ = {Alicia no estudia}
A = {Alicia aprueba estadistica}

P(E) = 0,2 P(ES) = 0,8 p(%) 0,8  P(AJES) = 0,5
P(A) = P(ANE)+ P(A N EY
P(A) = p(é)- P(E) + p(i>~ P(E®)
E E€
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P(A) = (0,8)(0,2) + (0,5)(0,8)

P(4) = 0,56

La probabilidad de que Alicia apruebe estadistica es de 0,56 .

P(ENA)

a) P(E/A) = o)

__ P(AnE)
T P@)

_ P(A/E) - P(E)
P

_(0,8)(0,2)
056

=0,29

La probabilidad de que Alicia haya estudiado dado que aprobd

estadistica es de 0,29 .

2) Componentes complejas son ensambladas en una planta que usa

dos lineas de ensamblado A y B. La linea A usa equipos mas

viejos que la linea B de manera que es algo més lenta y menos

confiable. Suponga que, en un dia dado, la linea A ha ensamblado

8 componentes de los cuales 2 son defectuosos y 6 son no

defectuosos, mientras que la linea B ha producido 1 componente

defectuoso y 9 componentes no defectuosos. El encargado de

ventas selecciona al azar una de estas 18 componentes para una

demostraciéon y encuentra que es defectuosa. (Cudl es la
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probabilidad que esta componente haya sido ensamblada por la

linea A?
A = {linea A}
B = {linea B}

D = {articulo defectuoso}

1 2 1
P(A) =P(B) == P(D/A)=§ P(D/B):E

2
P(AND)
P(A/D) = P0)
P(DNA)

“P(DNnA)+PDNB)

B P(D/A) - P(A)
~ P(D/A) -P(A) + P(D/B) - P(B)

ol N

1
2
1

N =

+

ool Do
N =

10°

5
7

La probabilidad de que la componente defectuosa la haya producido la
linea A es de 0,71 .

3)  De un grupo grande de habitantes de una ciudad que tiene igual
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nimero de personas en administracién, comercio, servicio de
salud y servicio municipal se encontré que el 35 % de los
administrativos, el 25 % de los comerciantes, el 20 % del servicio

de salud y el 15 % del servicio municipal eran mujeres.

a)  (Cudl es la probabilidad que una mujer escogida al azar del grupo

sea administrativa?

b)  (Cual es la probabilidad que un individuo del grupo elegido al

azar sea hombre?
A = {administrativo} C = {servicio salud}
M = {mujer}
B = {comerciante} D = {servicio municipal}

M°¢ = {hombre}

P(AN M)
P(A/M) = TR
P(M N A)

“PMMNA)+PMNB)+PMNC)+P(MnD)

~ P(M/A) - P(A)
~ P(M/A)-P(A) + P(M/B) - P(B) + P(M/C) - P(C) + P(M/D) - P(D)

~ (0,35)(0,25)
~(0,35)(0,25) + (0,25)(0,25) + (0,20)(0,25) + (0,15)(0,25)

= 0,37
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La probabilidad de que la mujer sea administrativa es de 0,37 .

a)

P(M®) = 1 — P(M)
= 1 — 0,2375

= 0,7625

La probabilidad de que el individuo sea un hombre es de 0,7625 .

Ejercicios

1)

2)

La policia planea reforzar el respeto a los limites de velocidad
mediante la utilizacion de sistemas de radar en cuatro diferentes
sitios dentro de la ciudad. Los sistemas de radar en cada sitio L,
L>, L3 y L4 se ponen a funcionar, respectivamente, el 40 %, 30
%, 20 % vy 30 % del tiempo, y si una persona que conduce a
gran velocidad rumbo a su trabajo tiene, respectivamente, las
probabilidades de 0,2 ; 0,1 ; 0,5 y 0,2 de pasar por alguno de estos
sitios y que le multen. ;Cudl es la probabilidad de que le levanten

una multa?.

Suponga que se distribuyen pelotas de colores en tres cajas

idénticas de la siguiente manera:

Tabla 36.Distribucion de pelotas de colores.

Cajal Caja?2 Caja3
Roja 2 4 3
Blanca 3 1 4
Azul 5 3 3
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Una caja se selecciona aleatoriamente, de ella se saca una pelota,
también aleatoriamente, y se observa que es roja. ¢Cuél es la

probabilidad de que la caja 3 sea la que se escogio?

3)  Tres maquinas A, B y C producen respectivamente 60 %, 30 %y
10 % del nimero total de articulos de una fabrica. Los porcentajes de
desperfectos de produccidon de estas maquinas son respectivamente 2
%, 3 % y 4 %. Seleccionando un articulo al azar resulté defectuoso.
Hallar la probabilidad de que el articulo hubiera sido producido por la

maquina C.

4)  Una compaifiia necesita tomar la decision de patrocinar en la TV
uno de los siguientes programas: juegos de futbol(F), una serie del
oeste(O) o un programa musical(M). Las probabilidades de que decidan
por F, O o M son 0,40 ;0,35 y 0,25 respectivamente. Las probabilidades
de que las ganancias aumenten sustancialmente si escogen F, O o0 M son
0,50 ;0,40 y 0,30 respectivamente. Si las ganancias aumentan
sustancialmente, encontrar la probabilidad de que la compaiiia haya

escogido la serie del oeste.

5)  Existen tres teorias econdmicas principales: 1, que la inflacion va
a desaparecer pronto; D, que ocurrira la depresion, y R, que ocurriré la
recesion. Las probabilidades de que I, D o R ocurran son 0,40; 0,35 y
0,25 , respectivamente. Las probabilidades de que las acciones de la
Compafiia XYZ tripliquen su valor si ocurre I, D o R son 0,90 ;0,60 y
0,20 respectivamente. Si las acciones triplican su valor, jcudl es la

probabilidad de que la inflacion haya desaparecido?

137



6)  Tres maquinas A, B y C producen componentes mecéanicos
similares. A produce el 45 % del total de componentes, B el 30 % y C
el 25 %. Para el programa de produccion usual, el 8 % de los
componentes producidos por A no cumplen con las especificaciones
establecidas, para B y C, las cifras correspondientes son 6 % y 3 %,
respectivamente; un componente es extraido al azar de la produccion
total y se encuentra defectuoso. Encontrar la probabilidad de que el

componente seleccionado fuera producido por la maquina A.

Solucion

1) M = {multa}

P(M)=0,27
2) R = {roja} B = {blanca} A =
{azul}
Ci={cajal} C2={caja 2} Cs ={caja
_3 _
P(Cs/R) =710
3) A= {maquina A} B = {maquina B}
C ={maquina C} D={articulo defectuoso}

P(C/D) =0, 16
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4y  F= {juego de futbol} O = {serie del oeste}
G = {programa musical} G = {aumento de ganancias}
P(O/G)=0, 35

5) 1= {inflacion va a desaparecer} D = {ocurrird depresion}

C = {ocurrirarecesion} A = {acciones triplicadas}
P(I/A)=0,58
6) A= {maquina A} B = {maquina B}

C = {méaquina C} D={articulo defectuoso}
P(A/D) =0, 58

2.1.5 Eventos Independientes
Concepto: Los eventos A y B se dicen independientes si, y s6lo si
P(A n B) = P(A) - P(B)

Teorema: Suponga que P(A) # 0y P(B) #= 0, entonces Ay B
independientes implica que ellos no son excluyentes y A, B

mutuamente excluyentes implica que ellos no son independientes.
Ejemplos
1)  Sidos dados son lanzados una vez y sean los siguientes eventos

A ={lasumaes 7}
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B = {los dos dados muestran el mismo namero}
C = {el primer dado es par}

¢Son Ay B, Ay C independientes?

A = {(1,6); (2,5); (3,4); (4,3); (5,2); (6,1)}
P(A) =+

B ={(1,1);(22); (33); (44); (55); (6,6)}
P(B) = %

41) 42) (43) (44) G5 6)
(6,1) (6,2) (6,3) (64) (6,5 (6,6)

P(C) =§

{(2,1) (2,2) (23) (24) (2,5 (2,6)}
C:

ANB=0 = P(ANB)=0

P(ANnB) # P(A)-P(B) A'y B no son independientes

ANnC={(25);43);(61)} = P(ANC) = %

N =
N =

PA)-P(O) =2 5=2

P(AnC)=P(A)-P(C) A'y C son independientes
2)  Dada la siguiente tabla
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Tabla 37.Probabilidades de cancer en fumadores y no fumadores.

con céancer (C) sin cancer (C°)
Fumador (F) 0,5 0,2
no fumador (F¢) 0,1 0,2

¢Son Fy C eventos independientes?

P(FNnC) =025 P(F)=0,7 P(C)=0,6
P(F) - P(C) = (0,7) - (0,6) = 0,42
P(F n C)# P(F) - P(C) FyCno sonindependientes
Sabiendo que A y B son eventos independientes, demuestre que:
A y B¢ son independientes

A€ y B son independientes

A'y B independientes si, y s6losi P(A N B) = P(4) - P(B)

A= ((ANB) U A-B)

P(A) = P[(A N B) U (A — B)]
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P(A) = P(AN B) + P(A — B)
P(A) = P(A) - P(B) + P(A n Bo)
P(4) — P(A) - P(B) = P(A n Bc)
P(A)[1 — P(B)] = P(A n Bc) P(A) - P(Bc) = P(A nB°)

Por lo tanto, si Ay B son independientes, entonces A y B° también lo
son.

b)

B = (AN B)U (B - A
P(B) = P[(A n B) U (B — A)]
P(B) = P(A N B) + P(B — A)

P(B) = P(A) - P(B) + P(B n A%)

P(B) — P(A)- P(B) = P(B N A°)

P(B)[1 — P(A)] = P(B n A°) P(B) - P(A°) = P(B n A°)
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Por lo tanto, si A y B son independientes, entonces B y A¢ también lo

son.
Ejercicios

1) Sea el caso de lanzar dos monedas corrientes al aire. Sean los

eventos:
A = {todas caras o todas sellos}
B = {aparece una cara}
C = {aparece a lo menos una cara}
a)¢Son Ay B,AyC,B y C independientes?
2) Se lanzan dos dados. Sean los eventos:
A = {la suma de cinco}
B = {el primer nUmero es impar}
C = {el segundo namero es divisible por tres}
D = {la suma es mayor que siete}
¢ Cuéles eventos son independientes tomados en parejas?

3)  SiAy B son eventos independientes, pruebe que A€ y B¢ también

lo son.

Solucion
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1)  Ninguno es independiente.
2)  Sélo son independientes Ay B; AyC; ByC

3) La demostracion es verdadera, es decir, si P(A N B) =

P(A) - P(B).entonces P(A° N B) = P(A°) - P(B°)
2.1.6 Variables Aleatorias (v.a)

Concepto: una variable aleatoria es una funcidn que asocia un nimero

real a cada elemento del espacio muestral.

Se usaran letras mayusculas para denotar a una v.a y letras minusculas

para denotar los valores que ella adquiere.
Ejemplos:

1)  Se sacan dos pelotas en sucesion, sin reemplazo, de una urna que
contiene 4 pelotas rojas y 3 negras. Los resultados posibles y los

valores x de la v.a X, donde X es el nimero de pelotas rojas son:

Tabla 38.Valores x.

Espacio muestral
RR
RN
NR
NN

o L L N X

2)  Elencargado de un almacén le devuelve tres cascos de seguridad,
seleccionados aleatoriamente, a tres obreros del taller, quienes ya se lo

habian probado previamente. Suponiendo que el orden de los obreros
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Pérez, Gonzalez y Muifioz es el correcto para recibir su casco
original, sefiale los posibles ordenes en que los tres obreros reciben
un casco y encuentre los valores m de la v.a. M representa el nimero

de asociaciones correctas.

Tabla 39.Valores m.

Espacio muestral
PGM
PMG
MPG
MGP
GPM
GMP

OI—‘I—‘OI—‘(AJB

En los ejemplos anteriores, el espacio muestral tiene un nimero finito

de elementos.
Conceptos:

1)  Sien espacio muestral contiene un niamero finito de posibilidades
0 una secuencia interminable con tantos elementos como nuameros

naturales existen, entonces se llama espacio muestral discreto.
Los dos ejemplos anteriores corresponden a espacio muestral discreto.

2) Si en espacio muestral contiene un numero infinito de
posibilidades igual al nimero de puntos de un segmento de linea,
entonces se llama espacio muestral continuo.

Por ejemplo: tiempo necesario para ejecutar una reaccion quimica.
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Una v.a se llama v.a discreta si se puede contar su conjunto de
resultados posibles. Una v.a se llama v.a continua si se puede tomar
en una escala continua. En la mayoria de los problemas préacticos, las
v.a continuas representan datos medidos, tales como alturas, pesos,
temperatura, distancias o periodos de vida; mientras que las v.a
discretas representan datos que se cuentan ,tales como el nimero de
articulos defectuosos de una muestra de k articulos o el numero de

accidentes por afio en una via rapida en una determinada ciudad.
2.1.7 Distribuciones discretas de probabilidad

Una v.a discreta asume cada uno de sus valores con una cierta
probabilidad. Con mucha frecuencia es conveniente representar con
una férmula todas las probabilidades de una v.a X. Dicha férmula,
necesariamente, debe ser funcion de los valores numéricos X, y que
se representa por f(x), g(x), h(x), etc.Por lo tanto, f(x) = P(X = x).
Al conjunto de pares ordenados (X, f(x)) se le llama funcion de

probabilidad o distribucién de probabilidad de la v.a discreta X.

Concepto El conjunto de pares ordenados (x, f(x)) es una funcion
de probabilidad, funcién masa de probabilidad o distribucién de

probabilidad de la v.a discreta X si satisface las siguientes:
Condiciones :

1. fx) =0 VxeR
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2. 2 f(x) =1
3. P(X =x) =f(x)
Ejemplos

1) Una moneda se lanza dos veces, entonces () =

{(s,8); (s5,5); (5,5); (5,5)}. Sea X la v.a que consiste en

observar el namero de caras.

Tabla 40.Namero de caras.

Espacio muestral

X
SS 2
SS 1
SS 1
SS 0

Rec X = {0,1,2}
La funcion de probabilidad es:
1 2
fO=Px=0=; f)=Px=1=7
1
f@=Px=2) =7
Tabla 41. Funcion de probabilidad.
x 0 1 2
P& =) I I I
4 2 4

147



2)  De un lote de 25 articulos de los cuales 5 son defectuosos se
eligen 4 al azar. Sea Y la v.a que representa el numero de articulos
defectuosos encontrados. Obtener la distribucion de probabilidades de

lav.aY silos articulos se eligen sin sustitucion.

RecY = {0,1,2,3,4}

_ 5 cy — 20
P(D)—ZS P(D)—ZS

Sea D = articulo defectuoso, por lo tanto, D¢ =

articulo no defectuoso

o 2019 18 17
fO=Py=0)=pPDrnD;NDsND;) =" 2 o= >
4845
~ 12650
o 5 20 19 18
f) =P(y=1)=4P(D NDSND§NDY) =4 0o
5700
= 12650
5 4 20 19
f@)=P(y=2)=6P(DND;NDSNDY) =65z 5o
1900
~ 12650
5 4 3 20
f(3)=P(y=3)=4P(D1nD2nD3nD§):4-£~ﬁ-ﬁ-§
200
~ 12650
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f@ =Ply=4)=P(D:ND;ND;ND,) =z >0 oz o

5

~ 12650

Tabla 42.Distribucion de probabilidades de la v.a Y.

y 0 1 2 3 4
P(Y = y) 4845 5700 1900 200 5
12650 12650 12650 | 12650 | 12650

2.1.8 Distribuciones continuas de probabilidades

Una v.a continua tiene probabilidad cero de asumir cualquiera de sus
valores. Luego, su distribucion de probabilidad no puede darse en

forma tabular.

Como una distribucion de probabilidad de una v.a continua no puede
presentarse en forma tabular, si puede tener una formula. Esta formula
es una funcién, es decir, f(x) y para este tipo de variables se llama

funcion de densidad de probabilidad o funcion de densidad .

Algunas de las formas de la funcion de densidad son
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o Ea 8
£z £
A a8

£ / £

Figura 24.Curva que representaran las probabilidades.

Las areas bajo la curva representaran las probabilidades, por lo tanto, el

gréafico de la funcion de densidad se ubica siempre sobre el eje X

Una funcién de densidad se construye de tal forma que el area
comprendida bajo la curva es siempre igual a uno, cuando se calcula
sobre todo el recorrido de lav.a X.

b
P(a<x<b)=f f(x) dx

f(x)dx
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£

Figura 25. Recorrido de la v.a X.

Concepto La funcion f(x) es una funcion de densidad de probabilidad

para la v.a continua X, definida en el conjunto de los numeros reales,

si:
. f(x)=0 Vx€R

2. [Pf)dx=1

3. Pla<x<b)=[ f(x)dx

Ejemplos

1)  Suponga que el error en la temperatura de reaccion, en
grados celcius, para un experimento controlado de laboratorio es

una v.a continua Y, que tiene funcion de densidad.
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2

y

7 —1<<y<?2
fon =13 Y

0

en otro caso

Muestre que cumple las dos primeras condiciones de una funcién de

densidad y ademas determine.

PO<y<11
2
y
>
3_0

Por lo tanto, f(y) cumple con las dos primeras condiciones de una

funcidén de densidad.

j_:of(y) dy = f_::o dy+]_21y?2 dy+J2+OOO dy
ﬂjﬂwdy=ﬁﬂi
[roray=g+

Ljﬂwdy=1

$S$Por lo tanto f(y) cumple con las dos primeras condiciones de una

funcion de densidad.

1.,,2 311
1
P(0<y<1):f y—dy:ly—l ==
o 3 90
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Para la funcion

£(O z{e(;f 0<t<20

en otro caso

Determine:

s P(t<3) bPl<t<4) oPt=1)

a. Pt<3)=[_f(t)dt

0 3
=f Odt+Je"tdt
—00 0

b. P<t<4)=[ f(t)dt

— (Y-t
= [ e tdt
= —e|t

=—et+e?!
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Ejercicios

1) De una caja que contiene 4 monedas de $ 100 y 2 de $ 50, se
seleccionan tres de ellas al azar sin reemplazo. Determine la

distribucion de probabilidad para el total T de las tres monedas.

2) De una caja que contiene 4 pelotas negras y 2 verdes, se
seleccionan 3 de ellas en sucesion con reemplazo. Encuentre la

distribucion de probabilidad para el nimero de pelotas verdes.

3) Unav.a. X continua tiene funcion de densidad:

f(x)=% 2<x<3

0 €.0.C.
a)P(2 < x £ 2.5)
b) P(x < 1.6)
4) Una v.a. Y continua tiene funcion de densidad:

2(1
f(y) = % 2<x<3

0 e.0.C.
Encuentre:
)  P(y<4)

b PB<y<4)

Solucion
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1) T = total de las tres monedas A = moneda de $100 B

moneda de $50

Tabla 43.Total de monedas.

Monedas | t
AAA 300
AAB 250 t | 150 [200 |250 | 300
ABA 250
BAA 250
ABB 200 F@| s |38 |38 |18
BAB 200
BBA 200
BBB 150
1) X=
2)  numero de pelotas verdes V = pelota verde
3)
Tabla 44.Numero de pelotas verdes.
X 0 1 2 3
f(x) 1 3 3
8 8 8

4) N = pelota negra

Tabla 45.Numero de pelotas negras.
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—

Monedas
VvV
VVN
VNV
NVV
VNN
NVN
NNV
NNN

O P P P N N N W

5) a)P(2 < x < 2,5) = 0,25
b)P(x <1,6) = 0

6) a)P(y<4)=-—

16
27

16
b)P(y <4) =57

2.1.9 Esperanza o valor esperado

El valor esperado se usa como una medida de centro de una

distribucion de probabilidad de unav.a
Concepto

Sea X una v.a con funcion de probabilidad o funcién de densidad
f(x). Sea g(X) una funcion de la v.a X. EIl valor esperado de X,

simbolizado por E(X) es:
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Elg(X)]

( z h(x) - f(x) si X es una v.a discreta
X

f h(x) - f(x)dx siX esuna v.acontinua
—oot

Observaciones

1. Si g(X) = X, entonces se esta calculando la esperanza de la v.a
X

( Z x - f(x) si X es una v.a discreta
E(X) = x
f x - f(x)dx siXesunav.acontinua
— oot

EX)=u

2. Sig(X)=(X—u)? entonces E[g(X)] se llama varianza de la

v.a X y se simboliza como o2

o = E[g(X)]

Z(X —w?- f(x) si X es una v.a discreta
X

f (X —w?- f(x)dx siX esuna v.acontinua
— oot

o =+/Var(X) seconoce como desviacion estandar.

o mide la dispersion de los valores de la v.a X con respecto a su media

()
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Propiedades de la esperanza

Propiedades de la esperanza Sea X una v.a, entonces
1. E(c)=c

2. E(cX)=c-E(X)

3. E[h(X) £ g(X)] = E[A(X)] £ E[g(X)]

Usando las propiedades de la esperanza es posible determinar una

forma mas simple para calcular
o2 = Var(X)

0> = E(X — w2

E(X? — 2Xp + p?)
= E(X?) — EQXW) + E(n?)
= E(X?)— 2UE(X) + p? pero E(X) =p
= E(X?) — 2E(X)E(X) + [E(X)]?
= E(X?) - [EX)]?
Luego, Var(X) = 02 = E(X?) — [E(X)]?

Asi
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Var(X)

( Z x%- f(x) — [Z X f(x)] si X es una v.a.discreta

e oo 2
f_oo x? f(x) — U_OO x? -f(x)l si X es una v.a. continua
Propiedades de varianza
Sea X una v.a, entonces
1) Var(c) =0
2) Var(cX) = ¢? - Var(X)
3) Var(X + a) = Var(X)
Ejemplos:

1)  Se lanza una moneda tres veces, si las tres veces aparece cara
o parece sello un jugador gana $5, pero si no es asi pierde $3.

(Cual
2)  eslaesperanza de este juego?

Sea X la v.a que denota ganancia o pérdida

Q

= {(s,s,5); (s,5,5); (s,5,5); (s,5,5); (5,5,5); (5,5,5); (5,5,5); (5,5,5)}

159



f()

@l N
[ce] e

s =5(0)-5(0) =+

El jugador pierde, en promedio $1 por lanzamiento de las tres monedas

Sea Y la v.a que representa la vida en horas de un cierto dispositivo

electronico. La funcidn de densidad es

f(¥)
{20000

>3 y > 100 Encuentre la vida esperada de este dispositivo

0 e.o.c.

Encuentre la vida esperada de este dispositivo.

20000
Y3

E(Y)=L[:TY-f(Y)dY::L;jY- dy

b
= lim [ 20000Y~2 dy

b=+ J1060

. 20000/?
- b—1>I-Poo Y

100

L 20000 | 20000
T e b 100

= 200
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La duracion promedio de este dispositivo es de 200 horas.

3)  Las ventas por hora de una maquina automatica puede ser 20 , 21
0 22 cajetillas de cigarros con probabilidad 0,3 ; 0,5 y 0,2
respectivamente . ;Cuadl es la venta esperada por hora para esta

maquina? ;Cual es la varianza de ventas por hora?

X = ventas por hora de cigarrillos

Tabla 46.Ventas por hora de cigarrillos.

X 20 21 22
f(x) 0,3 0,5 0,2

E(X) = (20)(0,3) + (21)(0,5) + (22)(0,2)
E(X) = 20,9
La venta esperada por hora es de 20,9 cajetillas.
Var(X) = E(X?) — [ECO]?
E(X?) = (400)(0,3) + (441)(0,5) + (484)(0,2)
E(X?) = 437,3
Var(X) = 437,3 — 436,81
Var(X) = 0,49

La varianza de ventas por hora es de 0,49 cajetillas?.
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Sea V la velocidad del viento, em Km/hr.,y suponga que V tiene

funcién de densidad
. 0 10
f(V) — E <v<
0 e.o.c.

La presion W en libras/pie?, sobre la superficie del ala de un aeroplano

estd dada por la relacion:
W = 0,003V2
Determine el valor esperado y la varianza de la presion.
E(W) = E(0,003V?)

= 0,003E(V?)

10

1
= o,oo3f VZ.—av
. 10

3,10

= 0,003 - — - —
10 3

0

La presion promedio es de 0,1 libra/pie®.

E(W?) = E[(0,003)2V4]
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10

1
= (0,003 Zf V4. —av
00032 ) Voo

510

0

= 0,018
Var(W) = 0,018 — 0,01

Var(W) = 0,008

La varianza es de 0,008 (libra/pie?)?

4ySeaXunavaconpy = 5 yo? =9 Calcule el valor esperado

delava.Y = %(X — 5) y la varianza.

EX)=5 Var(X)=9

o] -2s0-()



=1

Suponga que el nimero de autos Z, que pasan a través de una maquina
lavadora, entre las 4:00 P.M. y las 5:00 P.M. de un viernes, tiene la

siguiente distribucion de probabilidades

Tabla 47. Numero de autos Z.

z 4 5 6 7 8 9
F(2) 1 1 1 1 1
12 12 4 4 6 6

Sea g(Z) = 2Z — 1 que representa la cantidad de dinero, en dolares,
que el gerente del negocio le paga al encargado. Encuentre las

ganancias esperadas del encargado en este periodo en particular.

La ganancia esperada del encargado es 12,67 ddlares estre las 4:00 P.M.

y las 5:00 P.M.

5) Sea X una v.a con funcién de densidad

XZ
f(X)={? -1<X<2
0 €.0.C.

Encuentre el valor esperado de g(X) = 4X + 3

2 2
E(X):f X dX

-1

E(X) ==-=X*Big|?,

Wl =
NN
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ECX) = 15
12

E(4X +3) = 4E(X) + 3

=4 15+3
12

=38

6)  Calcule la varianza de h(X) = 2X + 3 donde X esunav.a

con distribucion de probabilidad

Tabla 48. Distribucion de probabilidad.

X

fx)

N )
XD R —
N | N
DO k| W

-0+ od)r@@)+ o)
E(X) = ;

Var(X) = E(X*) — [E()]?

s = o)+ )+ () o)

E(XZ)—13
4
13 9

Var(X) = ——=

ar(X) 71
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5
Var(X) = I

Var(2X + 3) = 4 - Var(X)

Il
N
o

Ejercicios

1)  Por invertir en unas acciones en particular, una persona puede
obtener ganancias de $ 4.000 con una probabilidad de 0,3; o una
pérdida de $ 1.000 con una probabilidad de 0,7. ;Cual es la ganancia

que espera esta persona?

2)  Suponga que un distribuidor de joyas antiguas esté interesado en
comprar un collar de oro para el cual las probabilidades son 0,22; 0,36;
0,28 y 0,14 respectivamente, de que la poseedora estaria dispuesta a
venderla en $ 250.000, en $ 150.000, al costo($100.000) o con una
pérdida de $ 150.000.

¢Cual es la utilidad que ella espera?.

3) Si la utilidad de un distribuidor, en unidades de $ 1.000, en un

nuevo automoévil puede considerarse como una v.a. X con funcion de

densidad:

fo0= (10,0 0zz<
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Encuentre la utilidad promedio por automévil.

4)  La funcién de densidad de la v.a. Y, el numero total de horas, en

unidades de 100 horas, de que una familia utilice una aspiradora durante

un ano es:
Y 0<y<i1i
f¥Y)=42-Y 1<y<2
0 €.0.C.

Encuentre el nimero promedio de horas por afio que la familia utiliza

la aspiradora.

5)  Si X representa el resultado cuando se lanza un dado balanceado.

Encuentre la esperanza y la varianza de la variable g(X) = 3X% + 4

6)  Una v.a. continua Z tiene funcion de densidad:

_(e7? z>0
f@) = { 0 e.0.C.

Encuentre el valor esperado y la varianza de h(Z) = 2Z — 3

Solucion

1) Esta persona espera una ganancia de $500 .

2) Espera una utilidad de $116000 .

3) La utilidad promedio del automovil es $667 .

4) La familia utiliza la aspiradora , en promedio, 100 horas .
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16107
2

5) Elgt)] =2 Var[g(x)] =
6) E[h(Z)] = -1 Var[h(Z2)] = 4
2.1.10 Distribuciones discretas de probabilidad

El comportamiento de una v.a queda descrito por su distribuciéon de
probabilidad.

Distribucion Bernoulli

El experimento mas sencillo es aquel que puede resultar en uno de dos

resultados posibles.

Ejemplo

a)  aprobar o reprobar una asignatura

b) obtener cara o sello al lanzar una moneda
¢) sexo de un nifio al nacer

El experimento con dos resultados posibles se denomina ensayo

Bernoulli

Cualquier experimento puede usarse para definir un ensayo Bernoulli,
simplemente denotando algln evento A como éxito y su complemento

A€ como fracaso.

La distribucion de probabilidad para un ensayo Bernoulli depende

solo de un parametro p , probabilidad de éxito, y entonces 1 — p es
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la probabilidad de fracaso (1 — p = gq), donde
0<p<i1

Concepto: Sea-Q el espacio muestral de un experimento, sea

A < Q cualquier evento con
P(A) = p,0 < p < 1yseaX lav.adefinida por

1 x€eA
X(x)={0 x € A°

Entonces X se llama v.a Bernoulli con parametro p .

La distribucion de probabilidad de una v.a Bernoulli es de la siguiente

forma
Px=1)= P(A)=7p
P(x=0) = PUA)=1-p =q

la cual se puede resumir de la siguiente forma

f(x) =p*-¢'™* x=0,1 ysedenotaX ~ Bernoulli (p)

El simbolo ~ denota distribucién

x 1 0
f ) p q

El proceso Bernoulli debe tener las siguientes propiedades:

a)  El experimento consiste en n intentos repetidos.
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b) Los resultados de cada uno de los intentos pueden clasificarse

como un éxito o un fracaso.

c¢) Laprobabilidad de éxito, p , permanece constante para todos los

intentos.
d) Los intentos repetidos son independientes.
) EX) =p, Var(X) =p-q
Distribucion Binomial

Concepto: un experimento que consiste de n ensayos Bernoulli
independientes, cada uno con probabilidad de éxito p , se Ilama

experimento binomial con n ensayos y parametro p .

Ensayos independientes indica que los ensayos son eventos
independientes, esto es, lo que ocurre en un ensayo no influye en el

resultado de cualquier otro ensayo.

El espacio muestral para un experimento binomial es el producto
cartesiano de los espacios muestrales de los ensayos Bernoulli consigo

mismo n veces

Q=0 XQy XQ3 X..%X0Q, donde);
= {éxito(E), fracaso(F)} Vi=1,2,..,n

Cada elemento de L esunan — upla, w= (Wy,w,, Ws,...,Wy)
dondew; = EoFLuegoP;(E) = p,P(F) =1—-p =g¢q
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Vi =12,...,n

Concepto: Sea X el numero total de éxitos en un experimento
binomial con n ensayos y parametro p. Entonces X se llama v.a

binomial con pardmetron 'y p. Luego

X ~ b(n,p) y sudistribucion de probabilidades es:

n
f=()pa"* x=0L..n
n!
f(x):m'px'q"_x x=01,..,n

E(X) =n-p,Var(X) =n-p-q

Ejemplos

1) Cinco dados son lanzados una vez

a) (Cual es la probabilidad de obtener al menos un tres?
b) (Cuadl es la probabilidad de obtener al menos dos tres?

n=>5
X es lav.aque denota el numero de tres al lanzar cinco dados

X = {0,1,2,3,4,5}

1
P(E) = P(obtener un nimero tres) = z
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5

P(F) = P(no obtener un nimero tres) = A
X ~b (5 1)

"6

5—x

fx) = (i) (%)x (g) x=0,1,2,3,4,5

e) Px=1)=1-P(x=0)

re=0=()E) Q) =@

5
Px>1)=1- (g) = 0,5981

La probabilidad de obtener al menos un tres es de 0,5981.
f) Px>2)=1-P(x<2)=1-P(x=0)—-P(x=1)

5 5-1

== ()0 Q" =oron

P(x = 2)=0,5981 - 0,4018 = 0,19
La probabilidad de obtener al menos dos tres es de 0,19.

2)  La probabilidad de que una cierta clase de componente pase con
éxito una determinada prueba de impacto es 3/4 . Encuentre la
probabilidad de que exactamente dos de los siguientes cuatro

componentes que se prueben pasen la prueba.
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n =4
X = pasar con éxito la prueba de impacto

X = {0,1,2,3,4}

o= () @) 7 -onase

ri=2= () () = 2 =z

La probabilidad de que exactamente dos de las siguientes piezas

cuatro componentes que se prueben pasen la prueba es de 0,2109

3)  La probabilidad de que un paciente se recupere de una cierta
enfermedad a la sangre es 0,4. Si se sabe que 15 personas han contraido

esta enfermedad.

a)  (Cudl es la probabilidad de que al menos 10 sobrevivan?

b)  (Cudl es la probabilidad de que sobrevivan entre 3 y 8 personas?
¢)  (Cual es la probabilidad de que sobrevivan 5 personas?

X = persona que sobreviva a la enfermedad
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X=0123,..,15
p =04 q=0,6

X ~ b(15; 0,4)
160 = () 070,65

a) P(x = 10) = P(x = 10) + P(x = 11) + P(x =
12) + P(x = 13) + P(x = 14) + P(x = 15) =
0,0338

La probabilidad de que al menos 10 sobrevivan es de 0,0338.

b PB <x<8)=Px=3)+ P(x =4)+ P(x =
5+ P(x = 6)+ P(x =7)+ P(x = 8) = 0,8779

La probabilidad de que sobrevivan tres y ocho personas es de 0,8779.
o P(x =5) = (155) (0,4)5(0,6)™° = 0,1859

La probabilidad de que sobrevivan cinco personas es de 0,1859

4)  Se sabe que el 30 % de las piezas defectuosas de un proceso de
manufactura pueden quedar bien mediante un trabajo de

reprocesado.

a)  (Cudl es la probabilidad de que en un lote de seis piezas

defectuosas se puedan reprocesar por lo menos tres de ellas?
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b)  (Cudl es la probabilidad de que ninguna de ellas se pueda

reprocesar?
¢)  (Cual es la probabilidad de que todas ellas se puedan reprocesar?
X = piezas reprocesadas
X ={0,1,2,3,4,5,6}
p =03 =0,7

X ~b(6; 0,3)
e = () 0370,

a) Px,3) =Plx=3)+Px =4 + P(x =5)+
P(x = 6) = 0,2557

La probabilidad de que se puedan reprocesar al menos tres piezas es de
0,2557.

b) P(x=0)= (8) (0,3)°(0,7)° = 0,1176

La probabilidad de que ninguna de las piezas se pueda reprocesar es de
0,1176.

0 Px=1)=1-Px=20) =1-0,1176 = 0,8823

La probabilidad de que todas las piezas se pueda reprocesar es de
0,8823.

175



Ejercicios

1)

2)

Al probar una cierta clase de neumatico para camién en un
terreno escabroso se encontré que el 25 % de los camiones
terminaban la prueba con los neumaticos dafiados. De los
siguientes 6 camiones probados, encuentre la probabilidad de

que:

de 3 a 6 tengan los neumaticos dafiados.
Menos de 2 tengan los neumadticos danados.
mas de cinco tengan los neumaticos dafiados.

La probabilidad de que un paciente se recupere de una delicada

operacion de corazon es 0,9.

(Cual es la probabilidad de que exactamente 5 de los proximos 7

pacientes que se sometan a esta intervencion sobrevivan?

3)

4)

Un ingeniero de control de trafico reporta que el 75 % de los
vehiculos que pasan por un punto de verificacion tienen
matriculas del estado. ;Cual es la probabilidad de que mas de 4

de los siguientes 9 vehiculos no sean del estado?

Una investigacion demostro que el 20 % de los habitantes de una
ciudad prefieren un teléfono blanco que cualquier otro. ;Cual es
la probabilidad de que mas de la mitad de los siguientes 8

teléfonos que se instalen en esta ciudad sean de color blanco?
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5)  Sesabe que el 40 % de los ratones inyectados con un suero quedan
protegidos contra una cierta enfermedad. Si 5 ratones son
inyectados, encuentre la probabilidad de que:

a)  Ninguno contraiga la enfermedad

b)  menos de 2 la contraigan.

c)  mas de tres la contraigan.

Solucion

1)

a P3 =x < 6) = 0,166

b) P(x < 2)= 0,54

c) P(x > 5) = 0,002

2) P(x =5) =0,12

3) P(x > 4) = 0,063

4 P(x =z=4) = 0,06

5)

a P(x =0) = 0,08

b) Plx < 2)= 0,34

P(x > 3) = 0,09
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Distribucion Hipergeométrica

Tanto la  distribucion  binomial como la  distribucion
hipergeométrica persiguen un mismo objetivo: el nimero de éxitos
en una muestra que contiene n observaciones. Lo que establece
una diferencia entre estas dos distribuciones de probabilidad discreta es
la forma en que se obtiene la informacion. Para el caso de la distribucion
binomial la informacion de la muestra se toma con reposicion de una
muestra finita, o sin reposicion de una poblacion infinita. Para el
modelo hipergeométrico la informacién de la muestra se toma sin
reposicion de una poblacidn finita. Por lo tanto, la probabilidad de éxito,
p ,es constante a lo largo de todas las observaciones de un experimento
binomial, en cambio, en una distribucion hipergeométrica el resultado

de una observacion afecta el resultado de las observaciones previas.

En general, el interés que se tiene es en la probabilidad de seleccionar
X éxitos de los k posibles resultados o articulos también considerados
éxitosy n — x fracasos de los N — k posibles resultados o articulos
también considerados fracasos, cuando una muestra aleatoria de tamafio
n se selecciona de N resultados o articulos totales. Esto se conoce como

un experimento hipergeométrico.

La funcion de probabilidad de una v.a X con distribucion

hipergeométrica es

6] G

flx) = T x=0,12,..,1n
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X ~ H(N,n, k)

EX)=n-

=z =

= )

Ejemplos

)]

Un comité compuesto por cinco personas se selecciona
aleatoriamente de un grupo formado por tres quimicos y cinco
fisicos. Encuentre la distribucion de probabilidad para el numero

de quimicos en el comité.
X = v.a que indica el nimero de quimicos

X = {0,1,2,3}

X ~H(8,5,3)

(D2

flx) =—72—= x=0,123

(3
O 1

P(x=0)—@—56
P(x=1)=%=§
P("=2>=(§()g()§)=§
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_E) _10

P(X:3)—W—%

Tabla 49.Distribucion de x.

X 0 1 2 3
[76) 1 15 30 10
56 56 56 56

2)  Entre 16 postulantes para un trabajo, 10 tenian un grado
universitario. Si tres de los postulantes son elegidos al azar para una

entrevista. ;Cudl es la probabilidad de que:

a)  ninguno tenga grado universitario?.

b) exactamente uno tenga grado universitario?.
¢)  dos tengan grado universitario?.

d) los tres tengan grado universitario?

X =v.a que indica postulante con grado universitario

X ={0,1,2,3)}

X ~ H(8,3,10)

10\/ 6
flx) = M x=0,123

()
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_®E) _1

- (136) ~ 28

P(x =0)

La probabilidad de que ninguno tenga grado universitario es de 0,0357

MG _15

BGIED

P(x=1)

La probabilidad de que uno tenga grado universitario es de 0,2679

_B)E) _27

P(x=2)= (136) =g

La probabilidad de que dos tengan grado universitario es de 0,4821

B _3

P(x=3) = (136) =12

La probabilidad de que los tres tengan grado universitario es de 0,2143

3)  Lotes de 40 componentes cada uno se consideran acptables si no
contienen mas de tres defectuosos. El procedimiento de muestreo
del lote consiste en seleccionar 5 componentes aleatoriamente y
rechazar el lote si se encuentra un componente defectuoso. ;Cual
es la probabilidad de que exactamente un defectuoso se encuentre

en la muestra si hay tres defectuosos en todo el lote?
X = articulos defectuosos

X = {0,1,2,3}
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N = 40 n=>5 k=3 N —k =37

X ~ H(40,5,3)

_OE
®

O
)

f)

P(x=1) =0,3011

La probabilidad es de 0,3011

Ejercicios

1)

2)

3)

Para evitar que lo descubran en la aduana, un viajero ha colocado
6 tabletas de narcotico en una botella que contiene 9 pildoras de
vitamina que son similares en apariencia. Si el oficial de la aduana
selecciona 3 tabletas aleatoriamente para analizarlas, ;cudl es la
probabilidad de que el viajero sea arrestado por posesion ilegal

de narcoticos?

El duefio de una casa planta 6 tallos que selecciona al azar de una
caja que contiene 5 tallos de tulipan y 4 de narciso. ;Cual es la

probabilidad de que plante 2 tallos de narciso y 4 de tulipan?

De un lote de 10 proyectiles, 4 se seleccionan al azar y se
disparan. Si el lote contiene 3 proyectiles defectuosos que no
explotaran, ;cudl es la probabilidad de que: los 4 exploten o al

menos 2 no exploten?
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4)

5)

b)

(Cual es la probabilidad de que una mesera se rehuse a servir
bebidas alcohoélicas unicamente a 2 menores de edad, si verifica
aleatoriamente sélo 5 identificaciones de entre 9 estudiantes, de

los cuales 4 no tienen la edad suficiente?

Una compafia manufacturera utiliza un esquema para aceptacion
de los articulos producidos antes de ser embarcados. El plan es de
dos etapas. Se preparan cajas de 25 para embarque y se selecciona
una muestra de tres para verificar si tiene algun articulo
defectuoso. Si se encuentra uno, la caja entera se regresa para
verificarla al 100 %. Si no se encuentra ningin articulo

defectuoso la caja se embarca.

(Cual es la probabilidad de que se embarque una caja que

contiene 3 articulos defectuosos?

(Cuadl es la probabilidad de que una caja que contiene s6lo un

articulo defectuoso regrese para la verificacion?

Solucion

1)

2)

3)

a.

P(xs3)=§

5
P(x=2)=ﬁ

P(x=0) ==
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b. P(x<2)=1i

10

4) P(x=2)=z
5)

1
a. P(X=3)=m
b. Plx=1) =22

2300

Distribucion Poisson

Los experimentos que resultan en valores numeéricos de unav.a X y que
representan el numero de resultados durante un intervalo de tiempo
dado o en una region especifica frecuentemente se Ilaman experimentos
Poisson. El intervalo de tiempo dado puede ser de cualquier duracion,
por ejemplo, un minuto, un dia, una semana, un mes o inclusive un afo.
Por tal motivo un experimento Poisson puede generar observaciones
para una ciertav.a X que representen el nimero de llamadas telefonicas
por hora que se recibe en una oficina, el nimero de dias en que una
determinada escuela se cierra en invierno debido a la nieve, o al nimero
de juegos pospuestos debido a la lluvia durante una temporada de
fatbol.

El nimero x de resultados que ocurren en un experimento Poisson se
Illama v.a. de Poisson. EI nimero promedio de resultados se calcula
de la forma p = E(X) = At , donde tes el tiempo o region

especificos de interés.
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La funcion de distribucion es de la forma:

e-)\t )Lt X
Fon =20 op

.
Fxy = W

X ~P(w
Ejemplos

1)  El nimero promedio de particulas radioactivas que pasan a través
de un contador durante un milisegundo en un experimento de
laboratorio es 4. ;Cudl es la probabilidad de que entren 6

particulas al contador en un milisegundo determinado?

w=4 X = Numero de particulas que entran en el
contador.
X ~P(4)
—4— X
f(X) - ( ) X = 011721
6_4(4-)6
P(x=6) = A 0,1042

La probabilidad de que entren 6 particulas al contador en un

milisegundo determinado es de 0,1042
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2)  Se sabe que 10 es el numero promedio de camiones tanque de
aceite que llegan por dia a una cierta ciudad portuaria. Las
instalaciones del puerto pueden atender cuando mucho a 15
camiones tanque en un dia. ;Cudl es la probabilidad de que

en un dia determinado tengan que regresar los camiones tanque?
u = 10 X = Numero de camiones tanque por dia.

X ~ P(10)

FOX) = x =012,

6_10(10)x
x!
P(x>15)=1-P(x <15)
=1—-[Px=0)+P(x=1)+P(x=2)+-+P(x =15)]

= 0,00487

La probabilidad de que en un dia determinado tengan que regresar

los camiones tanque es de 0,00487

3)  Suponga que los clientes llegan a una fila de espera a una tasa de
4 por minuto. Suponiendo que el nimero de personas que llegan
a la fila en cualquier intervalo de tiempo dado tiene distribucion
Poisson. ;Cudl es la probabilidad de que al menos una persona

llegue a la fila en un intervalo de minuto?

4 clientes — 1 minuto
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1

U clientes — 5 minuto

= u = 2 clientes

1
X = N°de clientes que llegan en 5 minuto

X ~P(2)

-2 X
fx) = # x =012,

Px=1)=1-P(x=0)

6_2(2)0

=1

= 0,8647

La probabilidad de que al menos una persona llegue a la fila en un

intervalo de ! minuto es de un 0,8647
Ejercicios

1)  En promedio, en una cierta intersecciéon ocurren 3 accidentes
viales por mes. ;Cual es la probabilidad de que en un

determinado mes en esta interseccion :
a) ocurran exactamente 5 accidentes?.

b)  ocurran menos de 3 accidentes?.
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2)  Una cierta area de la ciudad XX es afectada en promedio por 6
huracanes al afio. Encuentre la probabilidad de que en un

determinado afio esta area sea afectada por :
a) menos de 4 huracanes.
b)  cualquier cantidad entre 6 y 8 huracanes.

3)  El nimero promedio de ratas de campo por acre en un campo de
trigo de 5 acres se estima que es de 12. Encuentre la probabilidad
de que menos de 4 ratas de campo se encuentren en este campo

de trigo.

4)  Un restaurante prepara una ensalada que contiene en promedio 5
verduras diferentes. Encuentre la probabilidad de que la ensalada

contenga mas de 5 verduras en un determinado dia.

5)  Enun estudio de un inventario se determin6 que, en promedio, la
demanda por un articulo en particular en una bodega era de 5
veces al dia. ;Cudl es la probabilidad de que en un determinado

dia este articulo sea requerido
a)  mas de cinco veces?
b)  niuna sola vez?
Solucion
1)

a) P(x = 5) = 0,1
188



b) P(x < 3) = 0,42

2)

a) P(x < 4) = 0,15

b) P(6 <x <8) = 0,40
3) P(x < 4) = 0,002

4) P(x > 5) = 0,47

5)

a) P(x > 5) = 0,47

b) P(x = 0) = 0,007

2.1.11 Distribuciones continuas de probabilidad
Distribucion Normal

Es la distribucion continua de probabilidad méas importante en el
campo de la estadistica. Su gréafica recibe el nombre de curva normal,

su forma es la de una campana.
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Esta curva permite describir muchos fenémenos que ocurren en la

naturaleza, la industria y la investigacion.

Figura 26.Curva normal.

Una v.a continua X que tiene distribucion en forma de campana se

Illama v.a. normal.

Concepto: la funcion de densidad de la v.anormal X , con media py

varianza a2, es:

fX) L _%(M)z <x<
- e o —oo < x < oo
V2m-o
X ~N(u0?)

Propiedades de la curva normal
1)  Elméximo valordelacurvaesenx = p
2)  Lacurvaes simétricarespectoalarectax = p

3) La curva es coéncava hacia arriba en |—oo,u—o[U]u+

0,+oo[ y es concava hacia abajoen |pu — o ,u + o [.
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4)  Lacurva es asintdtica al eje X.
5)  El areabajo la curva y sobre el eje X es uno.

Areas bajo la curva normal

: ] T

Figura 27.Areas bajo la curva normal
b
Pla<X <b) = f FXOAX
a

Sin embargo, resolver esta integral con la funcion de densidad de la v.a
normal no es tan simple. Por tal motivo, se recurre a un proceso
denominado estandarizacion basandose en una v.a normal x que tiene

uw= 0yo? = 1y aque se denomina distribucién normal estandar.

Concepto: Si x es una v.a normal con p = 0 yo? = 1, tiene

funcion de densidad:

0 Z

Figura 28.Distribucion normal estindar.
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1 1
f(Z) —— % _—w<x<w

V2T
Z ~N(0,1)
El proceso de estandarizacion se realiza de la siguiente forma:

Si X~N(u, 02) entonces Z = %

Los valores de la v.a normal x se encuentran tabulados
Ejemplos:

1) P(x > 1,84)

184 L

Figura 29.Probabilidad en la normal estandar.
P(z>1,84) =1—P(z < 1,84)
=1 - 09671

= 0,0329
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2) P(-197<2z<0,86)

10 0% 1

Figura 30.Probabilidad entre dos valores x.
P(-197<z<0,86) =P(z<0,86)—P(z<—197)
= 0,8051 — 0,0244
= 0,7807

3)  P(z>z,) =0,7486

ED ¥

P(z > z,) = 0,7486
1—-P(z<2z,) =0,7486
0,2514 = P(z < zy) = 2z, = —0,67
4)  Sea X una v.a. normal con u = 40 y 0 = 6 determine.
a) PX <x) = 0,45
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X 0
P(zs >=O,45

x —40
6

=—0,13 > x = 39,22

x—40
6

b) 1—P(ZS )=0,14

i

Figura 31.Calculo de z en la distribucion normal.

— 40
1—P<ZS )=O,14
x — 40
P(zs >=O,86

x — 40

e = 1,08 = x = 46,48

Ejercicios
I ) Usando la tabla determine:
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a) P(z <0,83) Resp.: 0,7967

b) P(z < —1,27) Resp.: 0,1020

c) P(z > 0,83) Resp.: 0,2033

d  P(z>-127) Resp.: 0,898

e) P(0,47 < z<1,08) Resp.:0,1791

f) P(]z] <1,39) Resp.: 0,5354

) P(z > 2z,) =0,06 Resp.:z; =1,55

h)  P(=093<z<z)=07235 Resp.:z =128

1) Dada la v.aa. X distribuida normalmente con media u =18 y

desviacion estandar o = 2,5. Encuentre:

a) P(x < 15) Resp.: 0,1151

b) P(x <x;) =0,2236 Resp.:.x; = 16,1
c) P(x >x;) =0,1814 Resp.: x; = 20,28
d) P(17 < x < 21) Resp.: 0,5403

2.1.12 Problemas de aplicacion

1)  Cierto tipo de bateria dura un promedio de tres afios, con una
desviacion estandar de 0,5 afios. Suponiendo que las duraciones de las

baterias son normalmente distribuidas, encuentre la probabilidad de que

195



una determinada bateria dure menos de 2,3 afos.

X~N(3;0,25) X = duracién de la bateria

P(x < 2,3)

2,3 — 3)
0,5

P(x <23) = P(z <
=P(z<-1,4)
= 0,0808

La probabilidad de que una determinada bateria dure menos de 2,3 afios

es de un 0, 808.

2)  Una compaiia fabrica focos cuya duraciéon es normalmente
distribuida con una media de 800 horas y una desviacion estandar de 40
horas. Encuentre la probabilidad de que un foco dure entre las 778 y

834 horas de uso.
X ~N(800,1600) X = duracion de los focos
P(778 < x < 834) = P(—-0,55 < x < 0,85)
= P(x < 0,85) — P(x < —0,55)
= 0,8023 — 0,2912

= (0,5111
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La probabilidad de que un foco dure entre las 778 y 834 horas de uso
esdeun0, 5111.

3)  Una cierta maquina produce resistencias eléctricas que tienen un
valor medio de 40 ohms y una desviaciéon standar de 2 ohms.
Suponiendo que los valores de las resistencias siguen una distribucion
normal y que pueden medirse con cualquier grado de precision. ;Qué

porcentaje de las resistencias tendra un valor que exceda a 43 ohms?

X ~N(40,4) X = valor de las resistencias

eléctricas

43 — 40
P(x>43)=1—P(zST>

=1-P(z< 1,5
1-0,9332
= 0,0668
El 0,0668 de las resistencias tendra un valor que exceda a 43 ohms.

4)  En una empresa las edades de los trabajadores se distribuyen

normalmente con media 50 afios y desviacion estandar es de 5 afos.
a)  (Qué porcentaje de los trabajadores tiene entre 50 y 52,5 afos?
b)  (Cudl es la probabilidad que un trabajador cualquiera no sea

mayor de 45 afios?

197



¢)  (Cudl es la probabilidad que un trabajador tenga entre 41 y 58

anos?

d)  El 20 % de los trabajadores estan bajo cierta edad ;Cual es esa
edad?

La probabilidad que un trabajador cualquiera no sea mayor de 45 afos

esde 0, 1587 .

X ~ N(50,25) X= edad de los trabajadores
a) P(50 <x <525)=P (50;50 <z < 52,5—50)
=P(0<2z<0,5)

=P(z<05)—P(z<0)
= 0,6915 — 0,5
= 0,1915

El 19,15% de los trabajadores tiene entre 50 y 52,5 afios

b)  P(x<45) =P(z< %)

=P(z<-1)
= 0,1587

La probabilidad que un trabajador cualquiera no sea mayor de 45 afios
es de 0,1587
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) P(41<x<58)=P(

41-50 58-50
<2 <)

=P(-18<2z<1,6)
=P(z<16)—P(z<—-1,8)
= 0,9452 — 0,0359
= 0,9093
La probabilidad que un trabajador tenga entre 41y 58 afios es de 0,9093
d) P(X <x)=0,20

x — 50

P(ZS )=O,20

x —50
5

= —0,85>x =45,75

E1 20 % de los trabajadores tiene una edad menor o igual a 45,75 anos

Ejercicios
Resuelva los siguientes problemas :

1)Las piezas de pan de centeno distribuidas a las tiendas locales por una
cierta pasteleria tienen una longitud promedio de 30 cm. y una
desviacion estandar de 2 cm. Suponiendo que las longitudes estdn

normalmente distribuidas, ;qué porcentaje de las piezas son

a)  demadsde 31,7 cm. de longitud?.
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b)

2)

b)

3)

b)

4)

entre 29,3 y 33,5 cm. de longitud?.
de una longitud menor que 25,5 cm.?.

Una maquina despachadora de refrescos esta ajustada para servir
un promedio de 200 mililitros por vaso. Si la cantidad de refresco
es normalmente distribuida con una desviacion estdndar de 15

mililitros.
(Qué fraccion de los vasos contendra mas de 224 mililitros?.

(Cual es la probabilidad de un vaso contenga entre 191 y 209

mililitros?.

El diametro interno ya terminado de un anillo de piston esta
normalmente distribuido con una media de 10 cm. y una

desviacion estandar de 0,03 cm.

(Qué proporcion de los anillos tendrd un diametro interno que

exceda de 10,075 cm.?.

(Cual es la probabilidad de que un anillo de piston tenga un

diametro interno entre 9,97 y 10,03 cm.?

(Para que valor el didmetro interno de un anillo de piston sera

menor que el 15 %?.

La resistencia a la tension de cierto componente metalico esta
normalmente distribuida con una media de 10.000 Kg/cm? y una

desviacion estandar de 100 Kg/cm?.
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b)

5)

b)

(Cual es la proporcion de estos componentes que exceden de

10.150 Kg/cm? de resistencia a la tension?

Si las especificaciones requieren que todos los componentes
tengan una resistencia a la tension entre 9.800 y 10.200 Kg/cm?
inclusive, ;qué porcentaje de piezas se esperaria que se

desecharan?

La vida promedio de cierto tipo de motor pequefio es de 10 afos
con una desviacion estandar de 2 afios. El fabricante repone sin
cargo todos los motores que fallen dentro del periodo de garantia.
Si estad dispuesto a reponer solo 3 % de los motores que fallan,
(qué tan larga deberd ser la garantia que otorgue?. Suponga que
las vidas de los motores siguen una distribucion normal.Suponga
que un consultor esté investigando cudnto tiempo necesitarian los
obreros de la fabrica para montar cierta pieza en una planta de
automoviles Volvo, y determind que la informacion( tiempo en
segundos ) estaba distribuida normalmente con una media de 75

segundos y una desviacion estandar de 6 segundos.

(Cudl es la probabilidad de que un obrero seleccionado
aleatoriamente pueda montar la pieza en menos de 75 segundos

o en mas de 81 segundos?

(Cudl es la probabilidad de que un obrero seleccionado

aleatoriamente pueda montar la pieza de 69 a 81 segundos?.

(Cual es la probabilidad de que un obrero seleccionado

aleatoriamente pueda montar la pieza en menos de 62 segundos?.
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d)

6)

7)

b)

d)

(Cual es la probabilidad de que un obrero seleccionado

aleatoriamente pueda montar la pieza de 62 a 69 segundos?

(Cuantos segundos deben pasar antes de que el 50 % de los

obreros monten la pieza?

(Cuantos segundos deben pasar antes de que el 10 % de los

obreros monten la pieza?

El espesor de un lote de 10.000 arandelas de bronce de un cierto
tipo fabricadas por una gran compaiia tiene una distribucion
normal con media 0,0191 pulgadas y desviacion estandar
0,000425 pulgadas. Compruebe que se puede esperar que el 99,04
% de estas arandelas tenga un espesor entre 0,0180 y 0,0202
pulgadas.

El tiempo de reaccion para un cierto experimento psicoldgico esta
distribuido normalmente con media 20 segundos y desviacion

estandar 4 segundos.

(Cual es la probabilidad de que una persona tenga un tiempo

de reaccion entre 14 y 30 segundos?

(Cudl es la probabilidad de que una persona tenga un tiempo

de reaccion entre 25 y 30 segundos?

(Qué porcentaje de personas tienen un tiempo de reaccion de mas

de 14 segundos?

(Cuadl es el tiempo de reaccion de modo que solo el 1 % de todas
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8)  Un procesador de alimentos envasa café en pequenos tarros, los
pesos de los tarros estan normalmente distribuidos con una
desviacion estdndar de 0,3 onzas. Siel 5 % de los tarros pesa mas
de 12,492 onzas. ;Cual es el promedio de los tarros?

Solucion

1)

a)  El19,77 % de las piezas tiene una longitud de més de 31,7 cm.

b) El159,67 % de las piezas tiene una longitud entre 29,3 y 33,5 cm.

c)  El 1,22 % de las piezas tiene una longitud de menor a 25,5 cm.

2)

a) El 0,0548 de los vasos contendra mas de 224 milimetros.

b)  E10,4514 de los vasos tendra entre 191 y 209 milimetros.

3)

a) E1 0,0062 de los anillos tendra un diametro superior a 10,075 cm.

b)  El10,6826 de los anillos tendra un didmetro entre 9,97 y 10,03 cm.

9) El 15 % de los anillos tendra un diametro de 9,9688 cm.

4)

las personas reaccionen con mayor rapidez?
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b)

5)

6)

b)

d)

g)

7)

El 0,0668 de los componentes exceden de 10150 Kg/cm? de

resistencia a la tension.
El 4,56 % de las piezas se desecharan.

Debe tener una garantia de a lo mas 6,24 anos.

Existe un 0,6587 de probabilidad que un obrero pueda

montar una pieza en menos de 75 seg. o en mas de 81 seg.

Existe un 0,6826 de probabilidad que un obrero pueda

montar una pieza entre 69 y 81 seg.

Existe un 0,015 de probabilidad que un obrero pueda montar

una pieza en menos de 62 seg.

Existe un 0,1437 de probabilidad que un obrero pueda

montar una pieza entre 62 y 69 seg.

Deben pasar 75 segundos antes de que el 50 % de los obreros

monten la pieza.

Deben pasar 67,26 segundos antes de que el 10 % de los

obreros monten la pieza.

Se cumple que el 99,04 % de las arandelas tiene un espesor

entre 0,0180 y 0,0202 pulgadas.
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b)

d)

8)

2.2

)

d)

2)

El 0,927 de las personas tiene un tiempo de reaccion entre 14 y

30 segundos.

El 0,0994 de las personas tiene un tiempo de reaccion entre 25 y

30 segundos.

E1 93,32 % de las personas tiene un tiempo de reaccion de mas de

14 segundos.

El tiempo de reaccion es de 29,28 segundos.
El promedio de los tarros es 12 onzas.
Ejercicios de Repaso 1

En una ciudad se publican los periddicos A, B y C. Una
encuesta reciente a 800 lectores indica lo siguiente: 208 lee A,
240 lee B, 1921ee C,641lee Ay B; 40lee Ay C; 32 lee By C;
24 lee A, B y C. Para un adulto escogido al azar, calcular la

probabilidad de que:

no lea ninguno de los periodicos.

lea exactamente uno de los perioddicos
leaBy C, perono A

lea s6lo A o0 s6lo C

P =2, P(B)=2 y P(ANB)==
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Determine:

a)

b)

¢)

d)

e)

3)

b)

d)

4)

P(AUB)

P(B¢)

P(B — A)

P(A€|B€)

Ay B independientes? Justifique

Si se sacan al azar y sin reemplazo cuatro pelotas de una bolsa

que contiene 6 pelotas rojas y 7 negras.

(Cual es la probabilidad de que la primera pelota sea negra y tres

restantes rojas?

Si las tres primeras pelotas fueron rojas. ;Cual es la probabilidad

de que la cuarta pelota sea negra?

Si las dos primeras pelotas fueron rojas. ;Cual es la probabilidad

que la tercera sea negra y la cuarta roja?

(Cuadl es la probabilidad de que las dos primeras pelotas sean rojas

y las dos ultimas negras?
(Cual es la probabilidad de que aparezca una de cada color?

Se recibieron dos cajas de camisas para hombre, provenientes de
la fabrica. La caja uno contenia 15 camisas deportivas y 25

camisas de vestir. La caja dos contenia 10 camisas deportivas y
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30 camisas de vestir.
a)  (Cudl es la probabilidad de elegir una camisa deportiva?
b)  (Cual es la probabilidad de elegir una camisa de vestir?

c) Se selecciond al azar una de las dos cajas y se eligio
aleatoriamente una camisa de esa caja para inspeccionarla. La
camisa era de vestir. Dada esta informacion, ;cudl es la
probabilidad de que la caja de la que proviene la camisa

deportiva sea la uno?
Solucion

1)

AN

La probabilidad de que no lea ningun periddico es:%
La probabilidad de que lea exactamente uno de los periddicos es %

La probabilidad de que leaB y C, perono A es%

La probabilidad de que lea solo A o solo C %
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2)

b)

c)

d)

€)

P(AUB):%

cy=1

P(B®) =
1
P(B—A) =
3
P(AclBC)=E
1

P(ANB)=2  P(A)-P(B) =§

Por lo tanto, A 'y B no son independientes.

3)

a)

b)

d)

e)

4)

P(N,AR,NRsNR)=—-2.2. L=

7
P(N4|R1 N RZ N R3) = E

7 4 14

P(N3 N NyIRy NRy) = TRETIET

11 10 13 12 11 10 143
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Sea D=camisa deportiva y V= camisa de vestir

Sea C; = cajaunoy C, caja dos

)  P(D)==
by P(V)=2
0 PCIV)=2=

2.3 Ejercicios de Repaso 2
Dada la funcion de densidad de la v. a.

fo = et 0

Determine el valor de k

Obtener:

P(x = 1)
bl. P G <x< %)
b2, P(x=2)

Calcule E(5x + 7)

1)  De acuerdo con un estudio publicado por un grupo de socidlogos

de una cierta universidad, aproximadamente el 60 % de los
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b)

2)

3)

b)

4)

adictos al Valium en el estado XX, lo tomaron por primera vez
debido a problemas sicoldgicos. Encuentre la probabilidad de que

de los siguientes 8 adictos entrevistados :

exactamente 3 hayan comenzado a usarlo debido a problemas

sicologicos.

al menos 3 de ellos comenzaron a tomarlo por problemas que no

fueron sicologicos.

Un comit¢é de 3 integrantes se forma aleatoriamente
seleccionado de entre 5 doctores y 3 enfermeras. Encuentre la
distribucion de probabilidades para el numero de enfermeras y

determine P(2 C x C 3).

En un estudio de un inventario se determino6 que, en promedio, la
demanda por un articulo en particular en una bodega era de 5
veces al dia. ;Cual es la probabilidad que en un determinado dia

este articulo sea requerido
mas de 4 veces?
ni una sola vez?.

Se encontr6é que un grupo de calificaciones de exdmenes finales
en un curso de estadistica elemental estaba normalmente

distribuido con una media de 80 y una desviacion estandar de 8.

(Cudl es la probabilidad de obtener cuando mucho una

calificacion de 81 en este examen?
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b)  (Qué porcentaje de los estudiantes alcanzaron calificaciones entre

55y 89?.
c¢)  (Cual es la probabilidad de obtener a lo menos un 47?

d)  (Cual es la probabilidad de obtener una nota superior a 51, pero

inferior a 857

c) ¢Cudl es la calificacion del examen final si solo el 5 % de los

estudiantes que pasaron la prueba tuvieron calificaciones mas

altas?.
Solucion
1))
a k=6

bl. P(x=1)=0

b2. P(5<x<—)=%

2 7
b3. P(XZE) =
c. E(5x+7)=179
2)

a.  f()=(2)(0,60)%(0,40)**
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P(x =3) = 0,124

b.  f(x) =($)(0,40)*(0,60)5*
Px=>3)=1-P(x=0)+P(x=1)+P(x=2)=0,685
3)
(G2
f(x) = X/ A3—x7
G)
X 0 1 2 3
Ji€9) 10 30 15 1
56 56 56 56
2
P2<x<3)=-
7
4)
e 5. 5%
fe) =—
a. P(x>4)=0,56
b. P(x=0)=0,007
5 nw=80 o0 =28 X~ N(80,64)
d) La probabilidad de obtener cuando mucho una calificacion 81 es

0,5517
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g)

h)

El 87, 08 % de los estudiantes obtuvieron calificaciones entre 55

y 89
La probabilidad de obtener a lo menos un 47 es 1

La probabilidad de obtener una nota superior a 51, pero no

inferior a 85 es 0, 7357

La calificacion es de un 93, 12
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CAPITULO III

3 INTERVALOS DE CONFIANZA
3.1 Inferencia Estadistica

La teoria de Inferencia Estadistica consiste en aquellos métodos con
los cuales se pueden realizar inferencias o generalizaciones acerca de

una poblacion.

La Inferencia Estadistica puede dividirse en 2 areas:
a)  Estimacion de Parametros

b)  Pruebas de Hipotesis

3.1.1 Estimacion de parametros

Los parametros a estudiar son parametros poblacionales como la media

y la varianza.
Si @ es un parametro desconocido, entonces 8 sera su estimador.

Asi, x es un estimador de p y s? es un estimador de o2y ellos

cumplen con la propiedad de
Insesgamiento.
3.1.2 Estimacion por intervalo

Una estimacion por intervalo de un pardmetro poblacional 6 es
un intervalo de la forma
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9, <0 <8, ,donded; yB, dependen del valor de 6 para una

muestra particular y también de la distribucion muestral de .

Basado en la distribucion muestral de 8 se puede determinar si el
intervalo (6; ,8, ) con una probabilidad dada contiene realmente

el pardmetro que se supone va a estimar.
Estoes P(0; <0<8, )=1—adonde0<a<1

En el intervalo (8; ,0, ) calculado de una muestra particular se
Ilama intervalo de confianza del (1 — «)100%, la fracciéon 1 —
se denomina coeficiente de confianza, grado de confianza o
nivel de confianza y los puntos 8; y 8, se llaman limites de

confianza.
Por ejemplo:

a) Sia = 0,05, entonces se tiene un intervalo de confianza del 95

%
b) Sia = 0,01, entonces el intervalo de confianza es del 99 %

3.1.3 Intervalo de confianza para la media (1) de una poblacion

normal

A1) Se conoce su varianza

Obs.: SiX ~ N(u, 02), entonces ¥ ~ N (u, —)
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2 Y —
Como * ~ N (u,a—) entonces Z = 5=
n —
\/ﬁ
1-en
o | o2
£ ul Z
1 2
P(Z<Z)=ctl-a=1—=
2) =7 =177

(04
PZ<Z)=1

Luego: Z, = Z,_« (por construccion)
2

Zy =Za pero Zi=—Z,
2

Luego: Z; = —Z, _«a
2

Asi,P(Z,<Z<Z,)=1—-a

X —
IJ-<Zl_g =1—-«

9 )
n

P _Zl—% <
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(o) _ o
_g—<u<x+Zl_g—>=1—a
2vVn

P(f—Z « =

1

Si x es la media de una muestra aleatoria de tamafio n de una
poblacién normal con varianza o2, el intervalo de confianza de
(1—-a)100% para u es:

(0) (o)
X —7 —, x+Z7 —)
( 1-3 Vn 12 n

Ejemplo: Si una muestra aleatoria de tamafio 20 de una poblacién
normal con varianza 225 tiene una media muestral de 64, 3. Construya

un intervalo de confianza del 95% de confianza para p
(1 -a)100\% = 95\% = o = 0,05
n = 20
02=225>0=15

X = 64,3

(643 Z —15 64,3+ Z —15 )
D 0,05 ’ ’ 0,05
=727 +20 =727 20
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15 15
64,3 —(1,96)—, 64,3+ (1,96 —)
(643 - (1.96) — (196) =

(57,7 ; 70,9)

Teorema: Si se usa X como una estimacion de u , se puede tener una
confianza del (1 — a)100%

de que el error no excedera de:

H
o
3o

En el ejemplo anterior:

H
o
3o

15
1,96) — = 6,57
(1,96) ==

Se puede tener una confianza del 95% de que x difiere de p por una

cantidad menor que 6, 57

Teorema: Si se utiliza x como una estimacion de p , entonces se puede

tener una confianza del

(1 — a)100% de que el error no excedera una cantidad especifica de

cuando el tamafo de la muestra es:




Ejemplo: ¢ Qué tan grande se requiere que sea la muestra del ejemplo
(1) si se desea una confianza del 95% de que la estimacion de

u difiera de ésta por menos de 0, 05?

e = 0,05 Zl—% = Z0‘975 = 1,96 oc=15
oa= 0,05

(1,96(15)
n=222=

2
0.05 ) = 345.744

Luego, se puede tener una confianza del 95% de que la muestra
aleatoria de tamafio 345.744 proporcionara una estimacion de x que

difiere de p por una cantidad menor que 0, 05.

Observacion: Todo lo anterior también es aplicable a poblaciones

no normales con varianza conocida cuandon > 30
Ejercicios

1) Las medidas de los didmetros de los rodamientos tienen una
desviacion estandar de 0,042 cm. Se selecciona una muestra
aleatoria de 200 bolas de rodamientos producidas por una
maquina en una semana, los didmetros dieron una media de 0,824
cm. Hallar un intervalo de confianza del 95 % y 99 % para el

diametro de todos los rodamientos.

2)  Suponga que la duracion de un componente tiene distribucion

normal con (1,9 ). Seprueban 20 componentes y se anotan sus
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tipos de fallas x4,x,,x3,...,X30 . Suponga ademas que la
media de la muestra es 100,9 horas. Obtener un intervalo de

confianza del 99 % para la duracion media de todos los

componentes.

3) Se administra un test estdndar a una numerosa clase de
estudiantes. La puntuacion media de una muestra de 100
estudiantes es de 75 puntos. Supongase que la varianza admitida
de las puntuaciones para este test sea de 2.500 puntos. Hallar :

4)  Intervalo de confianza del 98 % para p .

5)  Limite superior del intervalo de confianza del 95 % para p .

6) Limite inferior del intervalo de confianza del 90 % para p .

7) Al medir el tiempo de reaccion de una persona, un psicologo
estima que la desviacion estandar es de 0, 05 segundos. ;De qué
tamafio ha de tomarse una muestra de medidas para tener una
confianza del 95% y 99% de que el error de la estimacion no
supera los 0, 01 segundos?

Solucion

1) 95% = (0,8182; 0,8298) 99% = (0,816; 0,8316)

2)  (99,17; 102,63)

3)

(63,35; 86,65)
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b) 84,8

¢c) 66,775
49 95% => n = 96,04 = 97 99% = n =
166,4 =~ 167

A2) Varianza desconocida

Sea xq1,%x, ... ... ,X, Una muestra aleatoria de X ~ N(u,0?) con ¢?

desconocida.

X—

T = tiene distribucion t-student con (n

S

n
— 1) grados de libertad

(s es la desviacion estandar de la muestra)

La funcion de densidad de la t — student graficamente es similar a la

funcién de densidad de la normal.
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Figura 32.La funcion de densidad.

Su funcién de distribucién acumulada se encuentra tabulada.

El parametro que caracteriza a la t — student se conoce como grados
de libertad

Figura 33.grados de libertad.
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Pt; <T<ty)=1—-a

Pl —ta < u<tot =1—a«a
2 2

S
n

s s

P( tot—<p.<x+ta—>=1—a
2Vn n

Si x es la_media de la muestra aleatoria (m.a.) de tamafio n de una

poblacién normal con varianza desconocida, el intervalo de confianza

de (1 — a)100% para L es:

(x —ta—,X + ta —) con n — 1 grados de libertad

SR

Ejemplo: Un fabricante de pintura quiere determinar el tiempo de
secado promedio para una nueva pintura para pared interior. Si para
una prueba de 12 areas de igual tamafio obtiene un tiempo medio de
secado de 66, 3 minutos y una desviacién estandar de 8, 4 minutos.
Construya un intervalo del 95% de confianza para p si el tiempo de

secado tiene distribucion normal.
Solucion: n=12 n—-1=11

X = 66,3 tg = t0,025 = tg = 2,201
2 2
=84 a= 005

8,4 8,4
66,3 — (2,201) —; 66,3 + (2,201) —)
( V12 V12
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(61;71,6)

Teorema: Si se usa X cormo una estimacion de p , se puede tener una

confianza del (1 — «)100%

de que el error no excedera de:

S
e =ta—
Zvn
Para el ejemplo anterior: ta = 2,201 s =84 Vn =12
2
(2,201) s
e=(2,
V12
e = 5,34
C fa—
omo: e =ta—
zv/n

tas 2
n= (%) (Tamaino de la muestra)

En el ejemplo del fabricante de pintura, determine el tamafio de la

muestra si el error no debe exceder de 0, 25:

_ (2,201(8,4)\”
"=\"025

n = 5469

Ejercicios
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1)

2)

3)

4)

Se van a realizar durante un mes pruebas de mercado de un nuevo
instrumento, en determinadas tiendas de una ciudad. Los
resultados para una muestra de 16 tiendas sefialaron ventas
promedio de $ 12.000 con una desviacion estandar de $ 180.
Estime un intervalo de confianza del 99 % de las ventas promedio

reales de este nuevo instrumento. Suponga distribucion normal.

Suponga que se hacen 20 mediciones sobre la resistencia de cierto
tipo de alambre. La media de la muestra es 10,48 ohms y la
desviacion estandar 1,36 ohms. Obtener un intervalo de confianza
de un 99% para la resistencia promedio real si ellas se distribuyen

normalmente.

Una muestra aleatoria de 100 propietarios de automoviles indica
que, en el estado XX, un automévil recorre un promedio de
23.500 Km. por aflo con una desviacion estandar de 3.900 Km.
Determine un intervalo de confianza de 98 % para la cantidad
promedio de Km. que un automdvil recorre anualmente en el

estado XX. Suponga distribucion normal.

Una muestra aleatoria de 8 cigarros de una marca determinada
tiene un contenido promedio de nicotina de 2,6 miligramos y una
desviacion estandar de 0,9 miligramos. Determine un intervalo de
confianza de 95 % para el contenido promedio real de nicotina en
esta marca de cigarros en particular, si se sabe que la distribucion

de los contenidos de nicotina es normal.

Solucion
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1) (11867, 385; 12132,615)
2) (9,61; 11,35)
3) (22578, 04; 24421, 96)

4)  (1,847; 3,353)

Intervalo de confianza para la varianza (6%) de una poblacién

normal

Sea xq,Xg, o .. ,X, Una muestra aleatoria de X ~N(u,0?) con ¢

desconocida.

_ (n—1)s?

2
X =

tiene distribucion x? con (n — 1) grados de libertad

(s? es la varianza de la muestra).

La grafica de la funcién de densidad de esta distribucién es:
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Figura 34.Grdfica de la funcion de densidad.

F 3
1-
o2
i /2
n Kl—oc.."E HDQ-’E
P(Xf_g<x2 <X§) =1-«a
2 2

n—1)s?
P<X2a<%<xé>=1—a

2 o 2
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P < =1-
X2 S tn—1Ds2 " x? ¢
2 -2
n—1)s? n—1)s?
p ( 2) o2 ( 2) g
o X o
2 1=

donde X§ y X 12_2 son valores X% con n — 1 grados de libertad,
2 2

con areas de % y1-— %, respectivamente, a la derecha.
Ejemplo:

1)  Determine un intervalo de confianza del 95% para la varianza de
una muestra de 10 paquetes de semilla, si la varianza de la muestra es

0,286

a a
a=005 1- 5= 0,975 5= 0,025

n=10 n—1=9 s%=0,286

X% «=2,700 X&=19023
1= 2
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9(0,286) 9(0,286)
19,023 * 2,700

(0,135;0,953)

2)  Se obtiene una m. a. de 20 estudiantes con una media-de x = 72
y una varianza de s> = 16 en un examen de Estadistica. Suponga que
las calificaciones tienen distribucién normal. Determine un intervalo de

confianza del 98% para la varianza poblacional

a
a=0,02 1—§=0,99

Xf-g = X(20,99)(19) = 7,633

X& = X% o1y19) = 36,191
2

19(16) 19(16)
36,191 7,633

(8,39; 39,82)
Ejercicios

1)  Un fabricante de baterias para automoévil asegura que sus baterias
duran en promedio, 3 afios con una desviacion estandar de un afio. Si 5
de estas baterias tienen una desviacion estandar de 0,9028 afios.
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determine un intervalo de confianza de 95 % para la varianza real e
indique si es valida la afirmacién del fabricante. Suponga que la
poblacion de las duraciones de las baterias se distribuye

aproximadamente en forma normal.

2)  Suponga que se hacen 20 mediciones sobre la resistencia de cierto
tipo de alambre. La media de la muestra es 10,48 ohms y la desviacion
estandar 1,36 ohms. Obtener un intervalo de confianza de un 95% para

la varianza real si las resistencias se distribuyen normalmente.

3)  Una muestra aleatoria de 25 cigarros de una cierta marca tiene un
contenido promedio de nicotina de 1,3 miligramos y una desviacion
estandar de 0,17 miligramos. Encuentre un intervalo de confianza del
90 %y 98 % para la varianza real de esta determinada marca de cigarros

si se supone que las mediciones se distribuyen normalmente.

4)  Una muestra aleatoria de 100 propietarios de automoviles indica
que, en el estado XX, un automoévil recorre un promedio de 23.500 Km.
por afio con una desviacion estdndar de 3.900 Km. Determine un
intervalo de confianza de 99 % para la varianza real de la cantidad de

Km. por afio que recorren los automoviles del estado XX.
Solucion

1) (0,29; 6,79) La afirmacién del fabricante es valida, porque la
varianza poblacional estd dentro del intervalo que se determin6

con una confianza del 95%.

2)  (1,069; 3,949)
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3)

4)

90 % = (0,019; 0,05)
98 % = (0,016; 0,064)

(10741065, 69; 22374294, 2)

Ejercicios de Repaso

1)

2)

3)

Suponga que una tienda de pinturas quisiera estimar la cantidad
correcta de pintura que hay en latas de un galén, compradas a un
conocido fabricante. Por las especificaciones del productor se
sabe que la desviacion estandar de la cantidad de pintura es igual
a 0,02 galones. Se selecciona una muestra aleatoria de 50 galones
y la cantidad promedio de pintura es 0,975 galones. Establezca
un intervalo de confianza del 95 % y 99 % de la cantidad
promedio real de la poblacion de pintura incluida en una lata de

un galon.

La vida 1til promedio de una muestra aleatoria de 10 focos es de
4000 horas con una desviacion estandar de 200 horas. Se supone
que la vida util de los focos tiene una distribucion normal. Estime

un intervalo de confianza del 90 y 95 % para la vida util promedio

El departamento de servicios a clientes de una empresa local de
servicios publicos de gas querria estimar la variacion en el tiempo
entre la llegada de la solicitud de servicio y la conexion del

mismo. De los registros disponibles del afio anterior se selecciono
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una muestra aleatoria de 15 casas que dieron una desviacion
estandar de 20,03. Estime un intervalo de confianza del 92 y 96

% para la varianza poblacional.
Solucion
1)  Usar Tabla Normal
Para 95% : (0,969 ; 0,981)
Para 99% : (0,968 ; 0,982)
2)  Usar Tabla t-student
Para 90% : (3884, 26 ; 4115, 74)
Para 95% : (3857,07 ; 4142,93)
3)  Usar Tabla ji cuadrado
Para 95% ; (215,05 ; 997, 83)

Para 99% : (163, 66 ; 1378, 36)
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CAPITULO IV
4  PRUEBAS DE HIPOTESIS

Son procedimientos de decision basado en datos que puedan producir

una conclusién acerca de algun sistema cientifico.

Una hipdtesis estadistica es una afirmacion o conjetura acerca de una o

mas poblaciones.

No es posible saber con absoluta certeza la verdad o falsedad de una
hipétesis estadistica, pues para ello habria que trabajar con toda la
poblacion. En la practica se toma una muestra aleatoria de la poblacion
de interés y se utilizan los datos que contiene tal muestra para
proporcionar evidencias que confirmen o no la hipotesis. Si la evidencia
de la muestra es inconsistente con la hipotesis planteada, entonces ésta
se rechaza y si la evidencia apoya a la hip6tesis planteada, entonces se
acepta ésta.

La aceptacion de una hipotesis implica tan s6lo que los datos no
proporcionan evidencia suficiente para refutarla. Por otro lado, el

rechazo implica que la evidencia de la muestra la refuta.

La estructura de una prueba de hipotesis consiste en la formulacion de
una hipétesis nula, es decir, cualquier hipétesis que se desee probar, se
denota por Ho. El rechazo de Ho, genera la aceptacion de una hipotesis

alternativa, que se denota por H;.
Una hipétesis nula referente a un parametro poblacional siempre debe
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establecerse de manera que especifique un valor exacto del pardmetro,

mientras que la hipotesis alternativa admite la posibilidad de varios

valores.
Por ejemplo:
1) Hy:p= 20 2) Hy: p = 20
HO : }.l - 20
2) Hy:p> 20 Hy:p < 20
H1l: p=+ 20

En la hipoétesis alternativa se plantea usualmente lo que se cree

verdadero y en la hipdtesis nula lo que se desea rechazar.

Para tomar una decisién acerca de un pardmetro es necesario una
prueba estadistica para cuantificar esta decision. Esto se logra al
establecer primero la distribucién muestral que sigue la muestra
estadistica (es decir, la media) y después calcular la prueba estadistica

apropiada.

Esta prueba estadistica mide qué tan cerca de la hipdtesis nula se
encuentra el valor de la muestra. La prueba estadistica suele seguir una

distribucidn estadistica conocida (normal, t-student, ji cuadrado)

La distribucion apropiada de la prueba estadistica se divide en dos

regiones

a)  region de rechazo (region critica)
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b)  regidn de no rechazo

Si la prueba estadistica cae en la region de no rechazo no se puede
rechazar la hipdtesis nula y si cae en la region de rechazo, se rechaza la

hipétesis nula.

Para decidir con relacion a la hipotesis nula, primero se tiene que
determinar el valor critico para la distribucién estadistica de interés. El

valor critico separa la region de no rechazo de la de rechazo.

region de no rechazo | e gion de rechazo

wvalor critica

Figura 35.Valor critico.

Errores al realizar una prueba de hipdtesis

Al utilizar una muestra para obtener conclusiones sobre una poblacion
existe el riesgo de llegar a una conclusion incorrecta. Pueden ocurrir

dos errores diferentes:
1)  Error tipo I consiste en rechazar H, cuando ésta es verdadera.
2)  Error tipo II consiste en aceptar Hy cuando ésta es falsa.

Al probar cualquier hipdtesis estadistica, existen cuatro posibles

situaciones que determinan si la decision es correcta o equivocada.
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Tabla 50.Hipotesis estadistica.

Hyes verdadera H, es falsa
se acepta H, decision correcta error tipo Il
se rechaza H, error tipo | decision correcta

La probabilidad de cometer error tipo I, es decir, rechazar Hocuando

es verdadera, se denomina
nivel de significacion y se denotapor a . P(error tipol) =«

La probabilidad de no cometer error tipo |, es decir, aceptar H,
cuando es verdadera, se denota por 1 — a .P(error tipol)* = 1 —

a

La probabilidad de cometer error tipo Il, es decir, aceptar H, cuando

es falsa, se representa por S8
P(error tipoll) = B

La probabilidad de no cometer error tipo Il, es decir, rechazar H,

cuando es falsa, se denomina

potencia de la prueba y se denota por 1 — B P(error tipo )¢ =
1-p
El ideal al rechazar una prueba de hipétesis es determinar los
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procedimientos o reglas que conduzcan a maximizar la potencia de

una prueba, para un 2 fijo. 2 se suele especificar antes de tomar una

muestra, es frecuentequea = 0,050 a = 0,01

Esquema para realizar una prueba de hipotesis acerca de un

parametro

1) Plantear la hipotesis nula y la hipdtesis alternativa.

a)

b)

s)

2)

3)

4)

5)

6)

Hy: 6561
Hy: 6 >0,
Hy: 6 >0,
H1:0 <6,
Hy: 6 =0,
H1:0 + 6,

Seleccionar el test estadistico o estadistico de prueba.
Fijar « (0,05; 0,01; 0,10)

Construir la regla de decision o region critica con el valor elegido

de a

Extraer una muestra aleatoria de tamafio n y calcular el valor del

test estadistico.

Si el valor calculado del test estadistico cae en la region critica
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rechazar H,,, en caso contrario no rechazar H, y concluir que la

muestra aleatoria no proporciona evidencia para rechazarla.
4.1.1 Pruebas unilaterales y bilaterales

Una prueba de hipotesis sera unilateral (de una cola) en los siguientes

Casos
a) HO:B = 91
H1:9 > 91

b) H0:6=91

Hi:0 <6,
c) Hy:6<0;
H:0 >0,
d Hy:06>=6,
Hy:0 <6,

Una prueba de hipotesis sera bilateral (de dos colas) si
Hy: 6 =6,
412 Hy: 00,0 < 0,6 0> 0,)Pruebas de hipotesis

Para la media () si la varianza (62 )es conocida
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2

Recuerde que si X ~ N(u,d?), entonces X ~ N (,u, %) . Luegola

prueba estadistica adecuada debe serz = ru

31

1)  Para pruebas de hipdtesis unilaterales
a) Hy:0=06,

Hy:0 > 6,

Hy: 0 <0,

H1:9 > 91

Figura 36.Pruebas de hipotesis unilaterales derecha.
b) Hy:f =6,
H;:0 <6,
OHy:6 = 6,

H1:9 < 91

239



Figura 37.Pruebas de hipotesis unilaterales izquierda.
2)  Para pruebas bilaterales
H 0- 0= 91

H1:e ¢61

af2 af2

- I
zl-ogfl 1-o2
Figura 38 .Pruebas bilaterales.

Ejemplos

1)  Considere la hipotesis nula de que el peso promedio de

estudiantes hombres de un cierto instituto es 68 kilos contra la hipdtesis

alternativa de que es diferente de 68 kilos. Suponga que los pesos se

distribuyen normalmente con una desviacion estandar de 3,6 kilos. Se

elige una muestra aleatoria de 36 estudiantes y se obtiene un peso

promedio de 67,5 kilos. Utilice un nivel de significacion del 5 %.

Hy:p = 68
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Hi:p # 68
o= 0,05
Region critica = RC
RC:=21_q/ <Z<Zi_qp = RC:—Zp 975 < Z < Zg 975
=>RC: —196 < z < 1,96

X=675 n=36 o0=236

67,5 — 68 0.83
zZ=——7F—=—0,
3,6
6
zona de rechazo
zona de rechazo
196 o@m 1,96

Figura 39.Region de aceptacion y rechazo.

Se acepta H,, es decir, no es posible decidir si el peso promedio de

los estudiantes de un cierto instituto es distinto de 68 kilos.

2) Una muestra aleatoria de 100 muertos registrados en Chile
durante el afio pasado mostr6 una vida promedio de 71,8 anos.
Suponiendo una desviacién estdndar poblacional de 8,9 afios.
(Pareceria esto indicar que la vida promedio hoy dia es mayor que 70

afos? Utilice un nivel de significacion de 0,05

HO: U < 70
241



Hi:p> 70
a = 0,05
RC: zy_g3=> RC: zoesy > RC: z = 1,64
x=71,8 n =100 o= 89

_71,8-70
S
10

= 2,022

zona de rechazo

I
1,64 20

Figura 40. Region de rechazo en prueba unilateral.

Se rechaza Ho, es decir, es verdad que la vida promedio hoy en dia

supera los 70 afos.

3)  Un fabricante de equipo deportivo ha desarrollado un nuevo sedal
sintético para pesca que se considera tiene una resistencia a la ruptura
de 8 kilogramos con una desviacion standar de 0,5 kilogramos.
Pruébese la hipotesis de que p = 8 Kg en contraposicion a la
alternativa de que p #= 8Kg si se prueba una muestra aleatoria de 50
sedales y se encuentra que tiene una resistencia promedio a la ruptura

de 7,8 Kg Utilice un nivel de significacion de 0,01
HO: u= 8
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Hi:p#8

oa= 0,01

RC: —Z1-a2 < Z < Z1_qg/2 = RC: =2y 995 < Z < Zy 995
= RC: —2,57 < z < 2,57
x=78 n=50 o6=0,5

_78-8

Z=705

V50

-2,83

ona de rechazo
zona de rechazo

.28 29 — 257
Figura 41.Distribucion con regiones de rechazo.
Se rechaza H,, por tanto, la resistencia a la ruptura es distinta de 8 Kg
Ejercicios

1)  Una empresa eléctrica fabrica focos que tienen una duracion
que estd distribuida aproximadamente en forma normal con una

media de 800 horas y una desviacion estandar de 40 horas.

Pruebe la hipétesis de que u = 800 horas en contraposicion de la
alternativa de que p % 800 horas si una muestra aleatoria de 30

focos tiene una duracién promedio de 788 horas. Utilice un nivel de
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significacion de 0,04.

2)  Un fabricante de cigarros afirma que el contenido promedio de
nicotina no excede de 3,5 miligramos, con una desviacion standar de
1,4 milimetros. Para una muestra de 8 cigarros se tiene un contenido
promedio de nicotina de 4,2 miligramos.;Est4 esto de acuerdo con la

afirmacion del fabricante? Use nivel de significacion de 0,05.

3)  Las tensiones de ruptura de los cables fabricados por una empresa
tienen media de 1800 Ib y una desviacion estandar de 100 1b. Se desea
comprobar si un nuevo proceso de fabricacion aumenta dicha tension
media. Para ello se toma una muestra de 50 cables y se encuentra que
su tension media de ruptura es 1850 1b. ;Se puede afirmar la mejoria

del nuevo proceso al nivel de significacion del 1%?

4)  Se requiere que la tension de ruptura promedio de un hilo
utilizado en la fabricacion de material de tapiceria sea al menos de 100
psi. La experiencia ha indicado que la desviacion estandar de la tension
de ruptura es 2 psi. Se prueba una muestra aleatoria de nueve
especimenes, y la tension de ruptura promedio observada en ella es de

98 psi.

¢Debe aceptarse la fibra como aceptable con « = 0,05?

Solucion

1) Seacepta Hy, es decir, los focos tienen una duracion promedio de

800 horas.
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2)  Se acepta Hy, es decir, es correcta la afirmacion del fabricante.

3) Serechaza H,, es decir, el nuevo proceso de fabricacion aumenta

la tension de ruptura.

4)  Serechaza H,, es decir, la tension de ruptura promedio es menor

que 100 psi.
a) Parala media (p) sila varianza (62) es desconocida

Recuerde que cuando 62 es desconocida se usa

s2 y por lo tanto la prueba estadistica adecuada es t

1)  Para pruebas de hipdtesis unilaterales
a) H0:9 =91 (6] HO:HSHI

H1:9>91 H1:9>91

zotia de rechazo
[0

t
o(t-17
Figura 42. Zona de rechazo izquierdo.
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Hi:0< 6,
OH,:0= 6,
Hi:0 < 6,

zotia de rechazo

[0l

“tay (n-1)
Figura 43.Zona de rechazo derecha.

2) Para pruebas bilaterales

HO : 9 - 91
H1:0 + 6,
1—u
zotia de rechazo zona de rechazo
oy 2 oed 2
oz by

Figura 44.Zona de rechazo izquierdo y derecho.
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zona de rechazo zona de rechazo

/
o o 2

o Loy

Ejemplos

1)  Una compaiiia de electricidad ha publicado cifras acerca de la
cantidad anual de kilowtts-hora consumida por varios aparatos para
el hogar. Se afirma que la aspiradora consume un promedio de 46
kilowtts-hora al afio. Si una muestra aleatoria de 12 hogares
incluidos en un estudio planeado indica que las aspiradoras
consumen un promedio de 42 kilowtts-hora al afio con una
desviacion standar de 11,9 kilowtts- hora. ;Sugiere esto, con un
nivel de significacion de 0,05 , que las aspiradoras consumen, en
promedio, menos de 46 kilowtts-hora al afio?. Suponga que la

poblacion de kilowtts-hora es normal.
Hy:p = 46
Hi:pu <46
a=005 x=42 n=12 s=119
RC: —tp05(11) = —1,796
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_42—46_ 116
t_TB__ ,

V12

zona de techazo

179 o116

Figura 45.Cantidad anual de kilowtts-hora consumida por varios aparatos para el

hogar.

Se acepta H,,, es decir, la muestra elegida no da pruebas que el consumo

de kilowtts-hora al afio de la aspiradora sea menor que 46.

2)  El gerente de produccion de una empresa cuyo proceso consiste
en llenar cajas de cereal desea saber si efectivamente en cada caja se
esta depositando, en promedio, los 368 gramos que se supone es lo que
la empresa asegura a sus vendedores. Para ello, se selecciona una
muestra aleatoria de 25 de estas cajas obteniéndose una media de 364,1
gramos y una desviacion standar de 17,3 gramos. Considere que la
distribucion de los pesos de las cajas de cereales es normal y trabaje

con un nivel de significacion de 0,05.
¢Qué decide el gerente de produccion?

Ho:p = 368
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Hy:p + 368
o= 0,05
Xx=3641 n=25 s=17,3

_ 364,1-368
t=—"773
5

=-1,13

T IR N 2,064

Figura 46.Verificacion de estindares de produccion.

Se acepta H,, es decir, el gerente de produccion puede estar seguro que,

en promedio, cada caja contiene 368 gramos de cereal.

3)  Suponga que, en el mismo ejemplo anterior, del proceso de
llenado de cajas de cereal, que la empresa es visitada por un
representante de la oficina de proteccion al consumidor y que le interesa
averiguar si las cajas, en promedio, estan faltas de peso, es decir, si el
peso promedio es inferior a 368 gramos. Considere un nivel de

significacion de 0,01.

Hy: > 368
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Hy:p < 368
oa= 0,01
Xx=3641 n=25 s=17,3
RC: —tp01(24) = —2,492

_3641-368 .
SV T

5

-2.492 -1,13
Figura 47.Pruebas de hipdtesis.

Se acepta H,, es decir, el representante de la oficina de proteccion
al consumidor puede estar seguro de que, en promedio, el peso de cada
caja de cereal no es inferior a 368 gr.

Ejercicios

1)  Una muestra aleatoria de 36 refrescos de una madaquina
despachadora automatica tiene un contenido promedio de 21,9
decilitros con una desviacion estandar de 1,42 decilitros. Pruebe

la hipotesis de que p = 22,2 decilitros en contraposicion a la
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2)

3)

4)

5)

hipdtesis alternativa, p < 22, 2 decilitros, en el nivel de

significacion 0,05.

Se afirma que un automoévil recorre un promedio anual de mas de
20.000 kilometros. Para probar esta afirmacion, se le solicita a
una muestra aleatoria de 100 propietarios de automovil que lleve
un registro de los kilometros que recorren. ;Estaria usted de
acuerdo con esta afirmacion si en la muestra aleatoria resulta un
promedio de 23.500 kilémetros y una desviacion estandar de

3.900 kilometros? Use un nivel de significacion de 0,01.

En un informe de una investigacion de XYZ se afirma que los
ratones con una vida promedio de 32 meses llegaran hasta casi 40
cuando 40 % de las calorias en su alimentacion se reemplacen con
vitaminas y proteinas. ;Hay alguna razon para creer que la vida
promedio serd inferior a 40 meses si 64 ratones que se han
sujetado a esta dieta tienen una vida promedio de 38 meses con
una desviacion estandar de 5.8 meses? Utilice un nivel de

significacion de 0,025.

Una empresa eléctrica afirma que un compactador de basura se
usa un promedio de 125 horas al afio. Si una muestra aleatoria de
49 hogares equipados con compactadores de basura indica un uso
promedio de anual de 126,9 horas con una desviacion estandar de
8,4 horas, ;sugiere esto con un nivel de significacion de 0,05, que

estos aparatos se usan en promedio mas de 125 horas?.

En el pasado una maquina ha producido arandelas con un grosor
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promedio de 0,050 pulgadas. Para determinar si la maquina sigue
en buenas condiciones de produccion, se toma una muestra de 10
arandelas, que resulta tener un grosor medio de 0,053 pulgadas y
una desviacion estandar de 0,003 pulgadas. Ensayar la hipdtesis
de que la maquina est4 en buenas condiciones de produccién al

nivel de significacion del

ay 0,05

b) 0,01

6)  La duracion media de una muestra de 100 tubos fluorescentes
producidos por una compaiia resulta ser 1570 horas, con una
desviacion estandar de 120 horas. Si p es la duracion media de
todos los tubos producidos por la compaiiia, comprobar la
hipdtesis p = 1600 horas contra la hipdtesis alternativa p #
1600 horas con un nivel de significacion de

a) 0,05

b) 0,01

Solucion

1)  Seacepta Hy, es decir, p = 22, 2 decilitros.

2)  Serechaza H,, es decir, un automovil recorre un promedio anual
superior a 20000 Km.

3) Se rechaza H,, es decir, la vida promedio es inferior a 40 meses.
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4)  Se acepta H,, es decir, un compactador de basura se usa en

promedio menos de 125 horas al afio

5 a) Se rechaza H,, es decir, la maquina no estd en buenas

condiciones de produccion.

b)  Seacepta Hy, es decir, la maquina esta en buenas condiciones de

produccion.
6) a)Serechaza Hy, es decir, p # 1600 horas.
b)  SeaceptaH,, es decir,p = 1600 horas.
Pruebas de hipdtesis relacionadas con varianzas

Se utilizan para probar uniformidad de una poblacion. Para ello se usa

como prueba estadistica la distribucion ji cuadrada

(n —1)s?
02

2

1) Para pruebas de hipotesis unilaterales
a) H0:9=91 (6] H0:9S91

H1:9>01 H1:9>91
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zotia de rechazo

Figura 48.pruebas de hipdtesis unilaterales.

b) HO:H =91 (0] H0:9291

H1:9<91 H1:9<91

zona de rechazo 11—

l-e
Figura 49.Distribucion de hipdtesis.

2) Para pruebas bilaterales
HO: 9 = 91

Hi:0 + 6,
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zona de rechazo

zotia de rechazo

oy

e i
1-ewf2 o2

Figura 50. Pruebas bilaterales.
Ejemplos

1)  Un fabricante de baterias para automoévil asegura que la duracion
de sus baterias tiene distribucion aproximadamente normal con
una desviacion standar de 0,9 afos. Si una muestra aleatoria de
10 baterias tiene una desviacion standar de 1,2 afios ;Piensa usted

que o > 0,9 afios? Utilice un nivel de significacion de 0,05
Hy:0%2 = 0,81
H;:0% > 0,81
oa= 0,05
s2=144 n=10
RC:X§,05(0) = 16,919

9-1,44

X= 7081
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16 16,919
Figura 51.Distribucion de hipdtesis.

No es posible rechazar H,

2) Se sabe que el contenido de nicotina de una marca de
cigarros tiene distribucion aproximadamente normal con una
varianza de 1,3 milimetros. Pruebe la hipotesis de que 02 = 1,3
en contraposicion a la alternativa de que o2 # 1,3 si una muestra
aleatoria de 8 de estos cigarros tiene una desviacion estandar de 1,8

milimetros. Use un nivel de significacion de 0,05.
Hy:0?=1,3
Hi:0? #+1,3
o= 0,05
s2=324 n=38
RC:X§ 975(7) = 1,690

X§,025(7) = 16,013
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1,600 16,013 17,45

Figura 52.Prueba de hipdtesis para la varianza poblacional.

Se rechaza H,, es decir, 62 # 1,3

3) Experiencias pasadas indican que el tiempo para que alumnos
del ultimo afno realicen un examen estandarizado es una v.a normal con
una desviacion standar de 6 minutos. Pruebe la hipotesisdeque o = 6
en contraposicion a la alternativa de que o < 6si una muestra
aleatoria de 20 studiantes tiene una desviacion standar de 4,51 minutos

al realizar este examen. Utilice un nivel de significacion de 0,01
Hy:0% = 36
Hy:0%2 <36
a= 0,01
s2=20,3401 n=20

RC:X§09(19) = 7,633
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_19-203401_
X= 36 -

TA33 10,74

Figura 53.Determinacion de la zona de rechazo en curva.

Con la informacién de la muestra, no es posible rechazar H,,

Ejercicios

1)

2)

Se sabe que la capacidad de los recipientes de un determinado
lubricante tiene distribucidon normal con una varianza de 0,03
litros>. Pruebe la hipétesis de que o2 = 0,03 en
contraposicion a la alternativa de que o2 # 0,03 para la
muestra aleatoria de 10 recipientes que tiene una desviacion

estandar de 0,25. Use nivel de significacion de 0,01.

Se sabe que el contenido de nicotina de una marca de
cigarros tiene una distribucion aproximadamente normal con
una varianza de 1,3 miligramos. Pruebe la hipotesis de que
g2 = 1,3 en contraposicion a la alternativa de que 02 #= 1,3
si una muestra aleatoria de 8 de estos cigarros tiene una

desviacion estandar de 1,8. Use nivel de significacion de 0,05.
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3)  En el pasado la desviacion estandar de los pesos de ciertos
paquetes de 40 onzas, llenados por una maquina era de 0,25
onzas. Una muestra aleatoria de 20 paquetes dio una desviacion
estandar de 0,32 onzas. (Es el aparente incremento de
variabilidad significativa al nivel de significacion del

a) 0,05

b) 0,01

4)  Se formula la hipotesis de que la desviacion estandar del ingreso
doméstico anual de cierta comunidad es de 3.000 ddlares. En una
muestra de 15 hogares aleatoriamente seleccionados, la
desviacion estandar es 2.000 dolares. Se supone que las cifras de
ingreso doméstico de la poblacion siguen una distribucion
normal. Con base en este resultado muestral, ;puede rechazarse
la hipotesis nula con un nivel de significacion del

a) 0,05

b) 0,01

Solucion

1)  Seacepta Hy, es decir, 0% = 0,03

2)  Serechaza Hy, es decir, 62 #= 1,3

3)  a) Serechaza Hyes decir, existe un aumento de variabilidad

b)  Seacepta Hy, es decir, no existe un aumento de variabilidad
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a) Se acepta H,, es decir, 0 = 3.000 dolares
4) Se acepta Hy, es decir, 0 = 3.000 ddlares
Ejercicios de Repaso

1) Los sistemas de escape de emergencia para tripulaciones de
aeronaves son impulsados por un combustible s6lido. Una de las
caracteristicas importantes de este producto es la rapidez de
combustion. Las especificaciones requieren que la rapidez promedio de
combustion sea 50 cm/seg. Se sabe que la desviacion estdndar de esta
rapidez es 2 cm/seg. El experimentador decide especificar un nivel de
significacion de 0,05. Selecciona una muestra aleatoria de 25 y obtiene
una rapidez promedio de combustion de 51,3 cm/seg. (A qué

conclusiones debe llegar?

2)  Seinserta un remache en un agujero. Si la desviacion estandar del
diametro del agujero es mayor que 0,01 mm, entonces existe una
probabilidad inaceptablemente grande de que el remache no entre en el
agujero. Se toma una muestra aleatoria de 15 piezas, y se mide el
diametro del agujero, la desviacion estdndar es de 0.008 mm. ;Existe
evidencia fuerte que indique que la desviacion estdndar del diametro
del agujero es mayor que 0,01 mm? Utilice un nivel de significacion de

0,01

3)  La brillantez de un cinescopio de television puede evaluarse
midiendo la corriente necesaria para alcanzar un nivel de brillantez
particular. Un ingeniero ha disefiado un cinescopio para el que cree que

requiere , en promedio, 300 microamperes de corriente para producir el
260



nivel deseado de brillantez. Se toma una muestra de 10 cinescopios y
se obtiene una media de 317,2 microamperes con una desviacion

estandar de 15,7 microamperes. Utilice un nivel de significacion de 0,05

4)  El contenido de azucar del almibar de los duraznos enlatados tiene
una distribucion normal, donde se cree que la varianza es 18 mg? .
Pruebe la hipotesis 02 = 18 contra la alternativa 6> # 18 si al tomar
una muestra de 10 latas la desviacion estandar es 4,8 mg. Use un nivel

de significacion de 0,01

5)  Uningeniero civil hace pruebas con la resistencia a la compresion
del concreto. Para ello examina 12 especimenes obteniendo una media
de 2260 psi y una desviacion estandar de 36 psi. Pruebe la hipdtesis
u = 2270 psi contra la alternativa p > 2270 psi. Use un nivel de

significacion de 0,05

4.1.3 Solucion

1) Hyp:p<50

Hy:p>50

Rechazar H,), es decir, la rapidez promedio es superior a 50 cm/seg.
2)  Hy:o? =(0,01)2

Hy:0% < (0,01)?

Aceptar H, es decir, no existe evidencia fuerte que indique que la

desviacion estandar del didmetro del agujero es menor que 0,01 mm
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3) Hg:p = 300
Hy:p # 300

Rechazar Hy, es decir, el cinescopio requiere sobre 300 microamperes

de corriente para producir
el nivel deseado de brillantez.
4) Hy:0%2 =18
H;:0% # 18
Aceptar Hy, es decir, la varianza es de 18 mg?
5) Hy:pn= 2250 Hy:p> 2250

Aceptar H,, es decir, la resistencia promedio a la compresion del

concreto es de 2250 psi.

262



CAPITULOV
5  REGRESION LINEAL
El analisis de Regresion se utiliza para fines de prediccion.

A menudo existen relaciones entre 2 6 mas variables, por ejemplo, entre
el pesoy la estatura de una persona, las horas de estudio y la calificacion
obtenida, etc. Suele ser deseable expresar tales relaciones en forma

matematica determinando una ecuacion que conecte a las variables.

Para hallar una ecuacién que relacione las variables, el primer paso es
recoger datos que muestran valores correspondientes de las variables

bajo consideracion.

Asi, por ejemplo, la siguiente tabla muestra las alturas y peso de una

muestra de 10 personas:

Figura 54.muestra las alturas y peso de una muestra de 10 personas.

Altura (x)[1.66 [1.59 [1.62 [1.60 [1.61 [1.49 |1.70 1.68 [1.55 [1.60

Peso(y) 60 62 |65 65 61 |50 |68 |60 58 4

El proximo paso es marcar los puntos (x,y)en un sistema de
coordenadas rectangulares, el conjunto de puntos resultantes se

denomina
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5.1 Diagrama de dispersion

Diagrama de Dispersion

70

65

60

Peso

50

45

1,5 1,65 1,6 1,65 1,7 1,75

Figura 55.Diagrama de dispersion.

A partir del Diagrama de Dispersion es posible (a veces), visualizar una

curva que aproxima los datos. Tal curva se denomina Curva
Apoximante.

Los siguientes diagramas de dispersion:
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Y Relacion Lineal

*

L 3
*

*
*

*

*
*

*
*

*

Figura 56.Relacion lineal.

Relacién no lineal

(23

(X

Figura 57.Relacion no lineal.

muestran una relacion lineal en el primer caso y una relacién no lineal

en el segundo.

El problema general de hallar ecuaciones de curvas aproximantes que

se ajusten a un conjunto de datos se denomina Ajuste de curvas

Uno de los propositos principales de la curva de ajuste es estimar una

de las variables (la variable dependiente) conocida otra (la variable
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independiente). El proceso de estimacion se conoce como Regresion.

Los tipos mas comunes de curvas aproximantes y sus ecuaciones se

representan en la siguiente lista

Linea Recta =y =ay+ a1x

Pardbola =y = ay + a;x + a,x?

Curva Clbica =y =ay+ a;x + a,x? + azx3

Todas las letras excepto X e y representan constantes. La variable x
es la variable independiente y la variable y es la variable dependiente.
Aunque esto se puede cambiar, es decir, en algunos casos la variable
x sera la dependiente y la variable y la independiente.

Para decidir que curva usar es Util observar el diagrama de dispersion.
Con el diagrama de dispersion se puede tener una idea aproximada de

la relacion entre las variables. La relacién mas sencilla es la lineal.

A menudo se recurre a la intuicién personal para dibujar una curva que
se ajuste a un conjunto de datos. Este método tiene la desventaja de que

diferentes observadores obtendran distintas curvas y ecuaciones.

Para evitar juicios subjetivos al construir rectas, pardbolas u otras
curvas aproximantes de ajuste de datos se utiliza el Método de Minimos

Cuadrados.
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Dado el siguiente Diagrama de Dispersion:

X, X2 Xn

Figura 58.Diagrama de Dispersion.

Una medida de la bondad del ajuste de la curva a los datos dados

estd proporcionada por la cantidad:
D?+ D% + D%+ - ...+ D?

Si esta cantidad es pequefia, el ajuste es bueno. Si la cantidad es grande,

el ajuste es malo.

Definicion: De todas las curvas que aproximan un conjunto de datos, la
que tiene la propiedad de que
D? + D2 + DZ + - ...+ DZ es minimo se llama Curva de Ajuste
Optimo.

Estas diferencias D; con i =1,2,3,..... ,n pueden ser positivas,

negativas o iguales a cero.

Una curva que cumpla con la condicion de que D? +,DZ + DZ +

...+ D2 sea minimo se
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denomina Curva de Minimos Cuadrados. Esta curva puede ser: una

recta, una parabola, una parabola cubica, etc.
La Recta de los Minimos Cuadrados

El analisis de regresion lineal simple tiene por objeto encontrar la linea
recta que mejor se ajuste a los datos, esto significa que se desea
encontrar la linea recta para la cual las diferencias entre los valores

reales de y vy los valores estimados y sean lo mas pequefias posible.

La recta de minimos cuadrados que aproxima el conjunto de

puntos (xq,v1), (x2,v,), (x3,¥3), ..., (X5, ¥n) , tiene por ecuacion la
recta y = aqy + a,x donde las constantes a, y a; se determinan al

resolver el siguiente sistema de ecuaciones_

Zy = a0n+a12x

ny =Qoyxt+ Aryy2

que se denominan las Ecuaciones Normales para la recta de minimos

cuadrados.

Otra forma de determinar estas constantes a, y a,es a través de las

siguientes formulas que se deducen de las Ecuaciones Normales:

_nYxy-YxYy
CnYx?—(Xx)?

a,

Qg =y —a.x
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Donde x y y corresponden al promedio de los datos dados para x e ,

respectivamente.

Lo anterior se utiliza cuando x es la variable independiente e y es la

variable dependiente.

Si se toma x como la variable dependiente, la recta toma la forma x =

b, + b,y y las ecuaciones normales serian:

Zx=bon+blzy
ny=b02y+b12y2

b — nyxy—xx)y
L nYyr - Xy)?

b0=.7?_b1}_/

La recta de minimos cuadrados resultante no es, generalmente, la

misma que la obtenida antes. Ejemplo:
1) Determine la recta de minimos cuadrados considerando:
a) x como la variable independiente
b) x como la variable dependiente

para la siguiente tabla:
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Diagrama de dispersion
Y10
9 *
8 &
2
6 *
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 59.Diagrama de dispersion

a) x como la variable independiente = y = ay + a.x

Para determinar las constantes usamos las ecuaciones normales:

Zy=a0n+alzx
ny=a02x+a12x2

De la tabla se tiene que: n = 8 Yx =056 Yy =40
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sz =524 2xy=364

Luego, las ecuaciones normales que se deben resolver son:
40 = 8ay + 56a,
364 = 56a, + 524a,
—280 = —56a, — 392a,

364 = 56a, + 524a,

84‘ = 132a1
84 21 7
= — =1 = — = =
=132 U =33 TN

Reemplazando a; = % en: 40 = 8a,y + 56 a; setiene:

4O=8a0+56( ) =8

7
11
5:a0+_ = ao=5—— = a0=—

11 11 11

;. 6 7
Luego, la recta de minimos cuadrados es: y = TR

La ecuacion determinada se puede graficar sobre el diagrama de

dispersion de los datos.

b)  x como la variable dependiente = x = by + b,y
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Para determinar las constantes usamos las ecuaciones normales:

Zx=b0n+b12y
ny= boZy+blzy2

De la tabla se tiene que: n=2=8 Yx =
56 Sy =40

Yyt=
256 Y xy = 364

Las ecuaciones normales son:
56 = 8by + 40b,
364 = 40b, + 256b,
—280 = —40b, — 200b,

364 = 40b, + 256b,

84 = 56b,
84 3
b1 = % = b1 = E

Reemplazando b; = % en 56 = 8b, + 40b; setiene:

3
56 = 8b, + 40 <§>
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15 15
7=b0+7 = 190:7_7 > by=-—=

, . 1 3
Luego la recta de minimos cuadrados es: x = — STy

La ecuacion determinada se puede graficar sobre el diagrama de

dispersion de los datos.

Las rectas de minimos cuadrados que hemos determinado nos sirven
para estimar, basados en datos de una muestra, el valor de una variable
y correspondiente a un valor dado de la variable x. La curva resultante
se denomina Curva de Regresion de y sobre x, ya que y se estima a

partir de x.

En el ejemplo anterior, la ecuacion de la curva de regresion de y sobre

X €s:

6.7
MEETIET

Podemos estimar el valor y parax = 5 de la siguiente forma:

6+7(5) 6,35 M
MEETRET T T I AT

6 , 7 6,28 o _ 34
Para x = 4 = y_H+H(4)=>y_H+H:y_11~3'09

.z 1 3 - . .
La ecuacion x = —>+Zy  permite estimar el valor de xa partir

de un valor de y. Estaecuacion se denomina Ecuacion de Regresion

de x sobre y .
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Los valores estimados a través de las ecuaciones encontradas no

necesariamente corresponden a los valores dados en la tabla.

Las ecuaciones de las rectas de regresion y = ag+a;x 'y x = by +
b,y se intersecan en un punto llamado Centroide que se denota por

(x,y) donde:

g 2X 2
n y n

Para el ejemplo anterior, se tiene que el centroide es:
X=—=7 y=—=5 ~ Centroide = (x,y) = (7,5)

El método de regresion responde a tres tipos de objetivos:
1)  Estudiar si ambas variables estan relacionadas
2)  Determinar qué tipo de relacion, si existe, las une

3)  Predecir los valores de una variable a partir de valores conocidos

de la otra.

Conocer el grado de relacion existente entre ambas variables,
permitira saber si la prediccion realizada con el modelo matematico

establecido, es buena o mala.

Para medir el grado de relacion existente entre la variable independiente

y la variable dependiente, lo que mas se utiliza es el Coeficiente de
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Correlacion Lineal ( r de Pearson), cuyo método abreviado de calculo

esta dado por la siguiente formula:

nyxy— 20Xy
VInXx? = @E04nEy? - Xy

T =

El valor de r se encuentraen el intervalo r € [—1,1]

Si r = 0, entonces no existe correlacion entre las variables
Si r = — 1, entonces la correlacidn es perfecta y negativa

Si r = 1, entonces la correlacién es perfecta y positiva
Sir €] —0.5,0.5]

Sir €]—0.5,0.5]

Ejemplo: La siguiente tabla representa las notas en Algebray Fisica de

10 estudiantes elegidos al

Tabla 51.Notas en Algebra y Fisica de 10 estudiantes.

Algebra(x) 75 |8 |93 |65 |8 |71 |9 |68 |84 |77

Fisica(y) 82 | 78 |8 |72 |91 |8 |9 |72 |8 |74

a)  Diagrama de Dispersion
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Diagrama de Dispersion

100

Fisica

0 20 40 60 80 100

Algebra

Figura 60.Diagrama de Dispersion.

De los datos dados se tiene que: Y, x =798 Y y =819

n =10 Y xy = 66045 Yx?=
64722 Y y? =67675

b)  Determine la recta de regresion de y sobre x = y = ag + a;x

Para determinar las constantes a, y a; tenemos:

Zy=a0n+alzx
ny=a02x+alzx2

Luego, el sistema de ecuaciones que debemos resolver es el siguiente:
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819 = 10a, + 798a,
66045 = 798a, + 64722a,4
326781 = 3990qa, + 318402a,
—330225 = —3990a, — 323610a,
—3444 = -5208a; = a; =0.66
Luego, reemplazando a, en 819 = 10a, + 798a, se tiene que:

819 — 798(0.66)
aO = 10 = aO = 2923

Por lo tanto, la ecuacién de la recta de regresion de y sobre x es:

y = 29.23 + 0.66x

¢)  Determine el centroide (X, )

798
x—lo— .
819
T

Luego el centroide es:  (%,y) = (79.8,81.9)

d) Halle el coeficiente de correlacion lineal

o 10(66045) — 798(819)
~ J[10(64722) — (798)2][10(67675) — (819)2]
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6388

- —  ~

V62381424

Por lo tanto, la correlacion entre las variables el buena.
e) Estimar el valor de y parax =70y x = 65

x=170

y = 29.23 + 0.66(70) = 75.43

El valor estimado para x = 70 es y = 75

X =65

y = 29.23 + 0.66(65) = 72.13

El valor estimado parax = 70es y = 72

f) Si un estudiante tiene 75 puntos en Algebra ;Cudl es su nota

esperada en fisica?
La nota esperada en Fisica es: § = 29.23 4+ 0.66(75)
y =78.73
y = 79 puntos
Ejercicios

1)  Determine para los datos del ejemplo anterior la ecuacion de

regresion de x sobre y
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2)

3)

Dados los siguientes datos en forma de pares:
(x,¥):(2,2),(4,3),(5,3),(6,4),(7,6),(8,5),(9,7),(10,6)

Dibujar el diagrama de dispersion

Hallar la ecuacion de la recta de regresion de y sobre x

Estimar los valoresde y parax =5, x =8, x = 14

En la siguiente tabla se presentan datos que relacionan el
nimero de semanas de experiencia (x) de un trabajador y el
nimero de articulos defectuosos (y) elaborado por cada uno de

ellos:

Tabla 52. niimero de semanas de experiencia (x) de un trabajador y el niimero de

articulos defectuosos (y).

x| 7 9 9 14| 8 |12 |10 4 2 11| 8 p 4 6
y | 26|20 | 28| 16| 23| 18 | 24 |26 38 | 22 | 32 |25 35 | 30
a)  Trace el diagrama de dispersion
b)  Determine la ecuacion de la recta de regresion de y sobre x
c¢)  Grafique la recta de regresion de y sobre x
d) Estime el numero de articulos defectuosos para empleados que

tienen:
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Tres semanas de experiencia laboral

Doce semanas de experiencia laboral

e)  Calcule el coeficiente de correlacion lineal e interprete
f)  Determine el centroide de los datos dados
4)  El gerente de personal de una empresa intuye que quizas exista
relacion entre el ausentismo laboral y la edad de los trabajadores.
Desea tomar la edad de los trabajadores para desarrollar un
modelo de prediccion de dias de ausencia durante un afio laboral.
Se selecciond una muestra aleatoria de 10 trabajadores y se
obtuvo los siguientes datos:
Tabla 53.Muestra aleatoria de 10 trabajadores.
Trabajador Edad(x) Dias Ausentes(y)
1 27 15
2 61 6
3 37 10
4 23 18
5 46 9
6 58 7
7 29 14
8 36 11
9 64 5
10 40 8
a)  Diagrama de Dispersion
b)  Determine la recta de regresion de y sobre x
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c)  Calcule el coeficiente de correlacion lineal e interprete

d) Estime los dias de ausentismo laboral para trabajadores que

tienen 25 afios, 34 afnos y 50 afios de edad.

Solucion
Hn x = —14,39 + 1,15y
2) a)
Diaarama de Dispersién
Y 10

L

(o]
’

4

[

Figura 61.Diagrama de dispersion.
by = 0,63 + 0,61x

00 ¥y=37 y=55 9=92 (Respectivamente)
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3) a)

Diaarama de dispersion

Figura 62.Diagrama de dispersion.
by y = 37,748 — 1,518x

c) Grafico de la recta de regresion: y = 37,748 — 1,518x

Y Experiencia & Art.

Figura 63.Recta de regresion.
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d x=3=79=33194~33
x=12=9=19,532 = 20
e r = —0,818

El coeficiente de correlacion linea Ir = —0,818 nos indica que la
correlacion lineal entre las variables es buena y negativa, es decir, a
mayor experiencia laboral menos articulos defectuosos elabora un

trabajador.
f) Centroide (x,y) = (7,786;25,929)

4) a)

Diagrama de Dispersién

20 —

Ausentismo
B
|
**

Edad

Figura 64.Correlacion entre la edad y el ausentismo laboral.
b) y = 21,583 — 0,268«

¢) r = — 0,93 La correlacion entre la edad y el ausentismo laboral

es muy buena ynegativa, es decir, a mayor edad menos dias de ausencia
283



laboral.

d) x = 25 afios = y = 14,883 =~ 15 dias
x = 34 afos > y = 12,471 =~ 12 dias

x = 50 afios = y = 8,183 = 8 dias

5.1.1 Anadlisis de Residuos

El analisis de residuos sirve para verificar si el modelo lineal es el que

mejor se ajusta a los datos

dados.

Se define un residuo (e ) como la diferencia entre el valor observado

y y el valor estimado ¥ es decir:
e =Yi— Vi
Donde y; = valor observado
y; = valor estimado
El analisis de residuos nos permite llegar a conclusiones tales como:
a)  La funcidn de regresion es lineal
b)  La funcidn de regresion no es lineal

¢)  El modelo de regresion lineal se ajusta a todas excepto una o

varias observaciones atipicas. Estas observaciones atipicas
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pueden no considerarse si el nimero de datos es grande (mayor

que 30).

La forma mas comun de enfrentar el problema del analisis de residuos
es mediante un estudio grafico de ellos. Para graficar los residuos se

considera el siguiente grafico:

Grafico de Residuos

1.0 —
0.5 *
*
2 *
3 * ¢+ o
B 00 T e I R B e o
& *
* *
-0.5 — *
*
1.0 1
T I T I ] I 1 T
0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 65.Andlisis de residuos es mediante un estudio grdfico.

Las siguientes figuras, muestran diferentes situaciones que se presentan

con cierta frecuencia:

a)
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Grafico de Residuos

1.0 1
05 -
. o
w
E *
% 0‘0 T ; 7777777777777 . 77777777777777777777777777777777; 777777
2 S
. . .
-05 1
1.0
I T T I I T T
0 2 4 6 8 10 12
X

Figura 66.Caso tipico de residuos cuando el modelo lineal es adecuado.

La figura anterior muestra un caso tipico de residuos cuando el modelo
lineal es adecuado. Todos los residuos tienden a caer en una banda

horizontal centrada alrededor del cero.

Grafico de Residuos
1.0
0.5 -
] * * N
S * *
D 0.0 R e e
2 * -
* * *
-0.5 -
1.0
I I T I T T I
0 2 4 6 8 10 12
X

Figura 67.Desviacion clara de la linealidad.
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La figura anterior indica una desviacion clara de la linealidad,

sugiriendo la necesidad de ajustar una funcion de regresion no lineal.c)

Grafico de Residuos

Residuos
o
|
L 4
L

Figura 68.0bservacion atipica.

La figura anterior presenta una observacion atipica, es decir, se escapa
del modelo lineal que tienen los otros datos. La influencia de estos
puntos atipicos, sera mayor si el nimero de datos es pequefio (menor o

igual a 30).

Ejemplo: Dada la siguiente tabla y la recta de regresion de y sobre x:

Figura 69.Recta de regresion de y sobre x.
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y = 35,82 + 0,476x
Determine:
a)  Los valores estimados de y
b)  Losresiduos y para cada caso
c)  Represente graficamente los residuos
d)  ¢Qué puede concluir de este grafico?
Solucion:

a) Los valores estimados de y, que aparecen en la tabla, se

determinan reemplazando x en la recta dada:
y = 35,82 + 0,476x

Por ejemplo, para x = 65 se tiene que y = 35,82 +
0,476(65) = y' = 66,8

El mismo procedimiento se debe realizar para los demas valores de x

b)  Los residuos e; que aparecen en la tabla, se determinan de la

siguiente forma:
Para: y = 68 setiene e; =y —y’
e, = 68 — 66,8

e = 1,2
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El mismo procedimiento se debe realizar para los demas valores de y

x| 65 63 67 64 68 62 [/0 66 68 67 69 71
y | 68 [66 68 |65 69 (66 [68 65 71 |67 68 70
y'|66,8(65,8 |67,766,3 68,2 (653 [69,1 (67,2 68,2 |67,7 68,7 [69,6
e,(1202 |03 -131,8 0,7 —11-22p8 |-07 |-0,7 0,4
Andlisis de Residuos
* 7 .
2 —
14 *
8 T i
- . SO S IR
3
s . .
* L 2
-2 - ’
3 -
I [ [ I [ I
60 62 64 66 68 70 72
X
Figura 70.Anadlisis de residuos.
d)  Los residuos nos indican que la recta de regresion dada en
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algunos casos no es la mejor estimadora para y. Existen 5 puntos que

se escapan del intervalo [—1, 1]
5.1.2 Ejercicio

1)  Dada la siguiente informacion, ;qué puede concluir a través del

analisis de residuos?

Tabla 54.Analisis de residuos.

x [ 3 4 6 8 9 11 14
1 2 4 4 5 7 8 9
" 11,5 2,6 3,2 4,3 5,3 5,9 7,0 8,6
Solucion:
Tabla 55.Solucion.
x |1 3 4 6 8 9 11 14
y [1 2 4 4 5 7 8 9
y' 11,5 2,6 3,2 4,3 5,3 5,9 7,0 8, 6
e; —0,5 —0,6 0,8 —0,3 —0,3 1,1 1,0 0,4
Andlisis de Residuos
1.0 o + *
*
. 0.5 -
g 0.0 —fmrmmemm s nmmanmmasasnssesesarsssarsesarsesassesaesis
* *
0.5 * .
0] T | T —
0 5 10 15



Figura 71.Relacion lineal entre los datos.

Los residuos son muy grandes para los datos dados. Por lo tanto, no
existe una relacion lineal entre los datos dados.

5.1.3 Ejercicios de Repaso

1)  Dada la siguiente tabla:

Tabla 56.Valores de y, para x.

x 3 5 6 8 9 11
y 2 3 4 6 5 8
Determine:

a)  Diagrama de Dispersion

b)  Laecuacion de la recta de regresion de y sobre x. Grafiquela
c)  Elcoeficiente de correlacion lineal. Interprete.

d)  Estime los valoresde y,parax =4yx =6

2)  Dada la siguiente tabla:

Figura 72.Horas de estudio vs nota de examen.

Horas Estudio (x) 20 | 16 | 34 | 23 | 27 | 32 | 18| 22 | 20
Nota Examen (y) 64 | 61 | 84 | 70 | 88 | 92 | 72 | 77 | 66

a)  Elabore el Diagrama de Dispersion

b)  Determine el Coeficiente de Correlacion Lineal. Concluya.
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¢)  Determine la recta de regresion de y sobre x. Grafique.
d)  Estime la nota de Examen para un alumno que estudi6 25 horas

Solucion

H a

Diagrama de Dispersién

Valores de y
5
I

Valores de x

Figura 73.diagrama de dispersion de valores de x y valores de y.

La correlacion entre las variables es buena.
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Relacion entre Horas de Estudio y Nota de Examen

Nota de Examen (y)

Horas de Estudio (x)

Figura 74.Relacion entre horas de estudio y nota de examen.
b) r = 0,8675
¢ y = 38,61 + 1,54x
dd x =25 y=77

La correlacion entre las variables es buena.
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